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PRZEDMOWA. 


Inicjatywa do napisania przeze mnie podręcznika Geometrji 
analitycznej wyszła z Koła matematycznego słuchaczy Uni- 
wersytetu Poznańskiego. 

Pisząc ten podręcznik, starałem się utrzymać w nim wy- 
kład, przynajmniej w pierwszych sześciu Rozdziałach, na takim 
poziomie, aby był on dostępny dla czytelnika, który, poza 
ogólnem wykształceniem średniem, specjalnego przygotowania 
matemafycznego nie posiada. Jedyne może odstępstwo od 
tej zasady stanowi stosowanie przeze mnie Teorji wyznacz- 
ników, jednak ograniczam się tu tylko do rzeczy najprostszych, 
z któremi czytelnik, zupełnie nie znający Teorji wyznaczników, 
z łatwością może się sam zapoznać. 

Wszystkie rysunki wykonała moja żona, jak również moja 
żona okazała mi pomoc przy czytaniu korekty. 


Dr. Franciszek Włodarski. 


W Poznaniu, 3-go grudnia 1923 r. 
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I. Nauki matematyczne. — 1. Człowiek, żyjąc i obserwując 
wszystko to, co oddziaływa na jego zmysły, robi pewne spo- 
strzeżenia, które notuje w swej pamięci i które później tworzą 
zbiór jego wiadomości. Te wiadomości, utrzymywane w stanie 
chaotycznym, nauki nie stanowią, stanowią one dopiero ma- 
terjał naukowy. Nauka powstaje wtedy, gdy człowiek zdo- 
byty materjał naukowy ujmuje w pewien systemat. 

Różnorodność obserwowanych przez człowieka zjawisk, 
i skutkiem tego różnorodność poczynionych przezeń spostrze- 
żeń, utrudnia ujęcie całego nagromadzoneśo materjału nau- 
kowego w ramy jednej nauki. Dlatego też człowiek dzieli 
zdobyty materjał naukowy na części i każdą taką część ujmuje 
w ramy nauki specjalnej. Wtedy nie potrzebuje on już 
wiązać z sobą faktów, które on przy dokonywaniu podziału 
materjału naukowego na części zaliczył do części różnych, 
pozostaje mu tylko ująć w systemat fakty, zaliczone do jednej 
i tej samej części. 

Za podstawę podziału materjału naukowego na różne 
części, z których każda, ujęta w systemat, tworzy specjalną 
naukę, przyjęto podział zjawisk, względnie własności zjawisk, 
do których ten materjał naukowy się odnosi, na grupy, przy- 
czem do jednej grupy zalicza się zjawiska, względnie wła- 
sności zjawisk, posiadające pewne cechy wspólne. I te właśnie 
cechy wspólne pewnej kategorji zjawisk, względnie własności 
zjawisk, stanowią więź logiczną, łączącą różne fakty naukowe 
w jeden organizm, tworzący pewną naukę. Dlatego też 
w definicji jakiejkolwiek nauki podaje się zazwyczaj przed- 
miot jej badań, t. zn. określa się zjawiska, względnie wła- 
sności zjawisk, których badaniem dana nauka się zajmuje. 

Gi Wicked Gas am lo c T 1 
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2. Każdej powstałej w ten sposób nauce można pd- 
porządkować pewną odpowiadającą jej naukę matematyczną. 
W tym celu należy postępować w sposób następujący. 

Pewne fakty danej nauki przyjmujemy zgóry jako préw- 
dziwe: nazywają się one wtedy pewnikami. Wszystkie »o- 
zostałe fakty, które wtedy noszą nazwę twierdzeń, w'ypro- 
wadzamy z pewników za pomocą rozumowania logicz:neśo, 
t zn. wykazujemy, iż prawdziwość pewników pociąga za 
sobą prawdziwość twierdzeń: wtedy te twierdzenia nazywają 
się dowiedzionemi. Przyczem z chwilą przyjęcia pewnych 
faktów danej nauki za pewniki, przestajemy je już uważać 
za fakty, odnoszące się do pewnych psychologicznie określo- 
nych pojęć, uważamy je natomiast za zależności, zachodzące 
pomiędzy pewnemi kategorjami objektów różnych, psycholo- 
śicznie nieokreślonych. Wtedy również dowiedzione w oparciu 
o takie pewniki twierdzenia też nie będą się już odnosiły do 
pewnych psychologicznie określonych pojęć, lecz tylko do 
pewnych objektów psychologicznie nieokreślonych. Zbiór 
w ten sposób ustalonych pewników oraz dowiedzionych za 
pomocą nich twierdzeń tworzy naukę matematyczną, odpo- 
wiadającą danej nauce niematematycznej. 

3. Mówiliśmy tu o tworzeniu nauki matematycznej, œd- 
powiadającej jakiejś nauce niematematycznej. Naukę maite- 
matyczną możnaby jednak stworzyć zupełnie niezależnie 'od 
jakiejkolwiek nauki i nawet wogóle nie opierając się; 'na 
żadnych psychologicznie określonych pojęciach. Możmaiby 
mianowicie przyjąć, iż będziemy rozpatrywali kilka kate;gorji 
psychologicznie nieokreślonych objektów, nadać tym objelktcom 
różne nazwy, następnie ustalić pomiędzy nimi pewne zaleęż- 
ności, przyjąć te zależności jako pewniki i na tych pewnilkaąch 
zbudować naukę matematyczną. 

4. Pewniki nauki matematycznej nie mogą, oczywiiśccie, 
być wybrane zupełnie dowolnie, 'albowiem muszą one speeł- 
niać pewien warunek, mianowicie : pomiędzy tymi pewnilcanmi 
nie mogą istnieć sprzeczności. | to jest jedyny warunąek 
konieczny, jakiemu pewniki nauki matematycznej muszą cztynnić 
zadość. Poza tym warunkiem koniecznym istnieje jeszccze 
inny warunek, którego spełnienie nie jest konieczne, a tylHko 
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bardzo pożądane, mianowicie wzajemna niezależność pew- 
ników, t.zn. żaden pewnik nie powinien twierdzić tego, co 
może być dowiedzione na mocy pozostałych pewników. 
Pewnik, któryby tego warunku nie spełniał, byłby jako pewnik 
zbyteczny i mógłby być podany, jako twierdzenie, 

5. Z tego, co powiedzieliśmy o naukach matematycznych 
wogóle, wynika więc, iż przedmiotem badań jakiejś nauki 
matematycznej nie są wcale psychologicznie określone pojęcia, 
lecz zależności, zachodzące pomiędzy pewnymi psychologicznie 
nieokreślonymi objektami. Cechą charakterystyczną jakiejś 
nauki matematycznej, wyróżniającą ją z pośród innych nauk 
matematycznych, jest zbiór jej pewników. 

Pomimo to, iż, jak powiedzieliśmy przed chwilą, przed- 
miotem badań jakiejś nauki matematycznej są zależności, 
zachodzące pomiędzy pewnymi psychologicznie nieokreślonymi 
objektami, otrzymane w tej nauce wyniki mogą być stoso- 
wane również do pojęć psychołogicznie określonych. Mogą 
one mianowicie być stosowane do wszelkich kategorji pojęć 
psychologicznie określonych, jeżeli tylko pomiędzy temi 
kategorjami można ustalić zależności, jakie na mocy pew- 
ników danej nauki matematycznej zachodzą pomiędzy roz- 
patrywanemi w niej kategorjami objektów psychologicznie 
nieokreślonych. Jeżeli więc przy tworzeniu danej nauki 
matematycznej punktem wyjścia były zależności, zachodzące 
pomiędzy pewnemi kategorjami pojęć psychologicznie okreś- 
lonych, to wyniki, otrzymane w danej nauce matematycznej, 
w pierwszej linji mogą być stosowane do tych właśnie pojęć 
psychologicznie określonych. 

Stosowanie jednak wyników, otrzymanych w jakiejś nauce 
matematycznej, do pojęć psychologicznie określonych wogóle 
ma pewne granice, a to skutkiem niedoskonałości odpowied- 
miości, zachodzącej pomiędzy rozpatrywanymi w tej nauce 
matematycznej psychologicznie nieokreślonymi objektami oraz 
pojęciami psychologicznie określonemi. 

6. Zrozważań powyższych wynika więc, iż najwłaściwszą 
definicją jakiejś nauki matematycznej byłoby wymienienie 
wszystkich pewników, na których się ta nauka opiera. Za- 
zwyczaj jednak postępują inaczej, wymieniają mianowicie te 
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pojęcia psychologicznie określone, które były punktem wyjścia 
dla danej nauki matematycznej. I przytem często zamiast 
powiedzieć, iż wymienione pojęcia są punktem wyjścia dla 
danej nauki matematycznej, mówią wprost, iż dana nauka 
matematyczna zajmuje się badaniem tych pojęć. 


II. Geometrja. 1. Geometrja jest to nauka matema- 
tyczna, dla której punktem wyjścia są własności przestrzenne, 
t. zn. zależności, zachodzące pomiędzy elementami złożonego 
pojęcia przestrzeni. 

Chociaż więc przedmiotem badań Geometrji, jako nauki 
matematycznej, są psychologicznie nieokreślone objekty, to 
jednak otrzymane w niej wyniki mogą być stosowane do 
pojęć psychologicznie określonych, wynikających z pojęcia 
złożonego przestrzeni. Poza tem, oczywiście, mogą one być 
stosowane do wszelkich pojęć psychologicznie określonych, 
o ile tylko pomiędzy temi pojęciami można ustalić zależ- 
ności, jakie na mocy pewników Geometrji zachodzą pomiędzy 
rozpatrywanymi w niej objektami. 

2. Objektom psychologicznie nieokreślonym, stanowiącym 
przedmiot badań Geometrji, możnaby nadać nazwy dowolne, 
możnaby np. oznaczyć je za pomocą liter. Ponieważ jednak 
celem Geometrji jest otrzymanie takich wyników, które mogłyby 
być stosowane do pojęć przestrzennych, przeto rozpatrywa- 
nym w CGeometrji objektom nadajemy takie same nazwy, 
jakie posiadają odpowiadające im pojęcia przestrzenne. Dla 
tej samej przyczyny również na oznaczenie zależności, za- 
chodzących pomiędzy rozpatrywanymi w Geometrji objektami, 
używamy tych samych wyrażeń, jakich używa się na ozna- 
czenie zależności odpowiednich, zachodzących pomiędzy od- 
powiadającemi tym objektom pojęciami przestrzennemi. 

A więc rozpatrywane w Geometrji psychologicznie nieokre- 
ślone objekty nazywamy punktami, prostemi, płaszczyznami, 
i t.d. Zachodzące pomiędzy nimi zależności wyrażamy, mó- 
wiąc, iż pewne punkty leżą na pewnych prostych lub też w pew- 
nych płaszczyznach, pewne proste przechodzą przez pewme 
punkty lub też leżą w pewnych płaszczyznach, pewne płasz- 
czyzny zawierają pewne punkty lub też pewne proste, i t. d. 
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Zawdzięczając przyjęciu w Geometrji takiej właśnie ter- 
mnologji, stosowanie otrzymanych w niej wyników do pojęć 
pzestrzennych nie przedstawia naogół trudności. Pewne 
tudności mogą istnieć tylko w tych przypadkach, gdy w otrzy- 
nanych wynikach występują objekty, które zostały wprowa- 
dzone do Geometrji nie jako odpowiedniki pewnych pojęć 
p'zestrzennych, lecz ze względu na potrzeby Geometrji, jako 
muki matematycznej. 

Zdarzają się jednak przypadki, iż, pomimo przyjęcia w Ge- 
onetrji takiej terminologji, jakieś twierdzenie geometryczne 
można zastosować do pojęć przestrzennych nietylko uważając 
rozpatrywane w tem twierdzeniu objekty za odpowiedniki pojęć 
przestrzennych, posiadających takie same nazwy, lecz również 
jw jakiś inny sposób, t. zn. uważając rozpatrywane w tem 
twierdzeniu objekty za odpowiedniki pojęć przestrzennych 
o nazwach innych. 

3. Często przy rozważaniach geometrycznych posługują 
się rysunkiem. Znaczenie jednak rysunku w Geometrji nie 
jest bynajmniej takie, abyśmy ze spostrzeżeń, wynikających 
z obserwacji rysunku i dotyczących zależności, jakie zachodzą 
pomiędzy pewnemi pojęciami przestrzennemi, mogli już wypro- 
wadzać definitywne wnioski co do badanych w Geometrii 
objektów psychologicznie nieokreślonych, będących odpowied- 
nikami tych pojęć przestrzennych. Spostrzeżenia takie mogą 
conajwyżej być dla nas wskazówką, jakich zależności pomiędzy 
rozpatrywanymi w Geometrji objektami można się spodziewać. 
Definitywne zaś wyprowadzenie wniosku o istnieniu w Geo- 
metrji tych zależności wymaga dowodu, t. zn. wymaga wyka- 
zania, iż wymienione zależności wypływają jako logiczna 
konieczność z tych zależności, o jakich jest mowa w pewnikach 
Geometrji oraz w dowiedzionych już jej twierdzeniach. 

Poza tem znaczeniem rysunek w Geometrji posiada rów- 
nież znaczenie illustracji do naszych rozważań, ułatwiającej 
ich zrozumienie. 


III. Punkty, proste, płaszczyzny właściwe i niewłaściwe. — 


1. Tworząc naukę matematyczną, której wyniki mają być sto- 
sowane do pewnej kategorji pojęć psychologicznie określonych, 
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winniśmy zarówno przy ustalaniu pewników tej nauki jak też 
i przy dalszem jej rozwijaniu zachowywać odpowiedniość po- 
między badanymi w tej nauce psychologicznie nieokreślonymi 
objektami a pojęciami psychologicznie określonemi, należącemi 
do danej kategorji pojęć. Może się jednak okazać, iż, ze 
względu na budowę wewnętrzną danej nauki matematycznej, 
pożytecznem byłoby poczynienie w niej takich uogólnień, 
które wywołałyby pewien rozdźwięk pomiędzy daną nauką 
matematyczną arkategorją pojęć psychologicznie określonych, 
do której ta nauka matematyczna ma być stosowana. W takich 
razach decydującym dla nas będzie wzgląd na dobro danej 
nauki matematycznej, jako takiej, kwestję zaś większej lub 
też mniejszej harmonji pomiędzy tą nauką matematyczną 
a kategorją pojęć, stanowiącą dziedzinę jej zastosowań, po- 
zostawiamy na dalszym planie. Postępując w ten sposób, my 
wprawdzie chwilami będziemy zatracali styczność z rozpatry- 
waną kategorją pojęć, jednak, ogólnie biorąc, wyniki, otrzy- 
mane w zbudowanej w ten sposób nauce matematycznej, 
w pewnych granicach będą mogły być do tej kategorji pojęć 
stosowane. 

2. Dla takich właśnie względów zostały wprowadzone do 
Geometrji objekty, noszące nazwy punktów niewłaści- 
wych albo nieskończenie dalekich (albo punktów, 
leżących w nieskończoności), prostych niewłaściwych 
albo nieskończenie dalekich (albo prostych, leżących 
w nieskończoności) i płaszczyzny niewłaściwej albo 
nieskończenie dalekiej (albo płaszczyzny, leżącej 


„w nieskończoności), Są to objekty, którym w dziedzinie pojęć 


przestrzennych nie odpowiadają pojęcia, zwane punktami, 
prostemi i płaszczyzną, i które zostały wprowadzone do Ge- 
ometrji ze względu na dobro Geometrji, jako nauki mate- 
matycznej. 

Punkty, proste i płaszczyzny, rozpatrywane w Geometrji 
elementarnej, t. zn. odpowiadające pojęciom przestrzennym, 
noszącym takie same nazwy, w odróżnieniu od wymienionych 
przed chwilą objektów nowych nazywamy punktami, pro- 
stemi i płaszczyznami właściwymi albo leżą- 
cymi w skończoności 
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Ponieważ punkty, proste i płaszczyzna niewłaściwe w Geo- 
metrji elementarnej rozpatrywane nie są, my zaś w rozwa- 
żaniach naszych, poświęconych Geometrji analitycznej, z nauk 
geometrycznych będziemy uważali za znaną tylko Geometrję 
elementarną oraz Tryśgonometrję płaską, t. zn. będziemy się 
opierali tylko na wynikach, otrzymanych w tych dwu naukach, 
przeto chcąc w wymienionych rozważaniach oprócz punktów, 
prostych i płaszczyzn właściwych rozpatrywać również punkty, 
proste i płaszczyznę niewłaściwe, musimy najpierw te objekty 
określić. 

3, W Geometrji elementarnej każdą prostą właściwą 
uważaliśmy za pewien zbiór punktów właściwych. Tutaj 
każdą prostą właściwą też uważamy za pewien 
zbiór punktów, lecz już nie samych punktów 
właściwych, a punktów właściwych i jednego 
punktu niewłaściwego. 

Dwie różne proste właściwe uważamy za 
posiadające ten sam punkt niewłaściwy wtedy 
i tylko wtedy, gdy są one do siebie równole- 
gie, t. zn. gdy leżą w jednej płaszczyźnie właściwej i przy- ` 
tem nie posiadają punktu właściwego wspólnego. 

O prostych właściwych równoległych mówimy, że posia- 
dają jeden i ten sam kierunek, albo też, że ich kierunki są 
jednakowe; natomiast o prostych nierównoległych mówimy, 
że posiadają kierunki różne. Możemy zatem powiedzieć, że 
dwie proste właściwe posiadają ' š 
punkt niewłaściwy wspólny wte- [4 
dy i tylko wtedy, gdy ich kie- 
runki są jednakowe. 

Weźmy pod uwagę jakąkol- ci 
wiek prostą właściwą a (rys. 1). 

Przez dowolny punkt właściwy O, 4 

nie należący do prostej a, prze- Rys. 1 

suńmy prostą właściwą b, równo- 

ległą do prostej a, oraz prostą właściwą c, nierównoległą 
do prostej a, której punkt przecięcia się z prostą a oznaczmy 
przez P. Jeżeli teraz prosta c będzie się obracała około 
punktu O w pewnym kierunku stałym, dążąc do prostej b, 
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jako do położenia granicznego, to punkt przecięcia się pro- 
stej c z prostą a będzie się poruszał po prostej a w pewnym 
kierunku stałym (zajmując kolejno położenia P*”,P”,...), dążąc 
do punktu niewłaściwego prostej a, jako do położenia gra- 
nicznego, 

Podczas wymienionego ruchu punkt P oddala się nie- 
ograniczenie od każdego dowolnie wybranego punktu właści- 
wego A prostej a (jeżeli bowiem punkt P podczas wy- 
mienioneśo ruchu nie przechodzi przez punkt A, to w takim 
razie oddala się on nieograniczenie od punktu A już od 
samego początku ruchu; jeżeli zaś punkt P podczas wy- 
mienionego ruchu przechodzi przez punkt A, to oddala się 
on nieograniczenie od punktu A począwszy od chwili przejścia 
przez punkt A). 

Dlatego też punkt niewłaściwy prostej wła- 
ściwejuważamy za punkt, którego odległość 
od każdego punktu właściwego tej prostej jest 
nieskończenie wielka. 

Punkt niewłaściwy uważamy za dany, jeżeli 
jest dana jakaś prosta właściwa, do której 
ten punkt należy. 


Punkt niewłaściwy uważamy za leżący 
w pewnej płaszczyźnie właściwej, jeżeli w tej 
płaszczyźnie leży jakaś prosta właściwa, za- 
wierająca wymieniony punkt 


Jeżeli więc prosta właściwa i płaszczyzna właściwa są 
do siebie równoległe, to punkt niewłaściwy danej prostej 
właściwej należy do danej płaszczyzny właściwej, albowiem 
w rozpatrywanym przypadku w danej płaszczyźnie właściwej 
istnieją proste właściwe, równoległe do danej prostej wła- 
ściwej, a zatem posiadające z nią punkt niewłaściwy wspólny. 
Jeżeli natomiast prosta właściwa w pewnej płaszczyźnie wła- 
Ściwej nie leży i nie jest do niej równoległa, to w takim 
razie punkt niewłaściwy tej prostej właściwej w danej pła- 
szczyźnie właściwej nie leży, albowiem w rozpatrywanym 
przypadku w danej płaszczyźnie właściwej niema prostej wła- 
ściwej, równoległej do danej prostej właściwe. 
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Możemy więc powiedzieć, że: Punkt niewłaściwy 
danej prostej właściwej leży w danej płaszczy- 
źnie właściwej wtedyitylko wtedy, gdy dana 
prosta właściwa albo jest zawarta w danej pła- 
szczyźnie właściwej albo też jest do niej 
równoległa. 

Ponieważ w każdej płaszczyźnie właściwej proste wła- 
ściwe istnieją, każda zaś z tych prostych właściwych posiada 
jeden (i tylko jeden) punkt niewłaściwy, przeto każda pła- 
szczyzna właściwa oprócz punktów właściwych zawiera także 
punkty niewłaściwe. 

Ogół punktów niewłaściwych, leżących 
w jednej płaszczyźnie właściwej, nazywamy 
prostą niewłaściwą. A więc w każdej płaszczyźnie 
właściwej mamy jedną i tylko jedną prostą niewłaściwą. 
Z definicji prostej niewłaściwej wynika, iż prosta niewłaściwa 
jest utworzona z samych punktów niewłaściwych, t. zn. nie 
zawiera ani jednego punktu właściwego. 

Jeżeli 2 płaszczyzny właściwe są równoległe, to wtedy 
w każdej z nich istnieją proste właściwe, równoleśłe do jakiejś 
prostej właściwej, wziętej dowolnie w drugiej płaszczyźnie. 
Stąd możemy wyprowadzić wniosek, iż każdy punkt nie- 
właściwy, leżący w jednej z tych dwu płaszczyzn, leży również 
w drugiej płaszczyźnie, a zatem te 2 płaszczyzny posiadają 
tę samą prostą niewłaściwą. Jeżeli natomiast 2 płaszczyzny 
właściwe nie są równoległe, to wtedy w jednej z nich istnieją 
proste właściwe, równoległe do jakiejś prostej właściwej, 
leżącej w drugiej płaszczyźnie, tylko w tym przypadku, gdy 
ta ostatnia prosta właściwa jest równoległa do prostej wła- 
ściwej, wspólnej obydwu płaszczyznom. Stąd wynika, iż 
2 płaszczyzny właściwe nierównoległe oprócz pewnych punktów 
właściwych posiadają wspólnie jeden i tyłko jeden punkt 
niewłaściwy, mianowicie punkt niewłaściwy prostej właściwej, 
wspólnej obydwu płaszczyznom. 

Mamy więc: Dwie różne płaszczyzny właści- 
we posiadają tę samą prostą niewłaściwą 
wtedy i tylko wtedy, gdy są do siebie równo- 
ległe. e p 
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Prostą niewłaściwą uważamy za daną, je- 
żeli jest dana jakaś płaszczyzna właściwa, do 
której ta prosta należy. 

Ogół wszystkich punktów niewłaściwych 
nazywamy płaszczyzną niewłaściwą. A zatem 
oprócz płaszczyzn właściwych mamy jedną itylko jedną 
płaszczyznę niewłaściwą. Z definicji płaszczyzny niewłaściwej 
wynika, że płaszczyzna niewłaściwa jest utworzona z samych 
punktów niewłaściwych, t. zn. nie zawiera ani jedneśo punktu 
właściwego. 

4, W Geometrji elementarnej mamy zależność, iż jeżeli są 
dane dwa punkty różne, to istnieje wtedy jedna i tylko jedna 
prosta, do której te punkty należą. Przez punkty i proste 
rozumiemy tam oczywiście punkty i proste właściwe. Czy 
mamy tę zależność również i teraz, gdy przez punkty-i proste 
rozumiemy nietylko punkty i proste właściwe, lecz również 
punkty i proste niewłaściwe? Chcąc na to pytanie odpo- 
wiedzieć, musimy rozpatrzeć dwa przypadki, mianowicie gdy 
jeden z punktów danych jest punktem właściwym, drugi 
zaś niewłaściwym, oraz gdy obydwa punkty dane są punk- 
tami niewłaściwymi. 

Powiedzenie, iż są dane dwa punkty różne, z których 
jeden jest punktem właściwym, drugi zaś niewłaściwym, 
jest równoznaczne z powiedzeniem, iż jest dany jakiś punkt 
właściwy oraz jakaś prosta właściwa, zawierająca punkt 
niewłaściwy, który uważamy za dany. W tym przypadku 
istnieją dwie możliwości: albo dany punkt właściwy należy 
do danej prostej właściwej, albo nie należy. 

Jeżeli dany punkt właściwy należy do danej prostej 
właściwej, dana prosta właściwa posiada wtedy tę własność, 
iż zawiera obydwa punkty- dane. I przytem dana prosta 
właściwa jest wtedy jedyną prostą, posiadającą tę własność, 
albowiem wszelka inna prosta, przechodząca przez dany 
punkt właściwy, jest prostą właściwą (gdyż zawiera punkt wła- 
ściwy, mianowicie dany punkt właściwy), nierównoległą do 
danej prostej. właściwej (gdyż posiada ona z daną prostą wła- 
ściwą punkt właściwy wspólny, mianowicie dany punkt właści- 
wy), a zatem nie przechodzącą przez jej punkt niewłaściwy. 
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Jeżeli zaś dany punkt właściwy nie należy do danej 
prostej właściwej, to wtedy prosta właściwa, przechodząca 
przez dany punkt właściwy i równoległa do danej prostej 
właściwej, posiada tę własność, iż zawiera obydwa punkty 
dane. I jest ona wtedy jedyną prostą, posiadającą tę włas- 
ność, albowiem wszelka inna prosta, przechodząca przez 
dany punkt właściwy, jest prostą właściwą, nierównoleśłą do 
danej prostej właściwej (gdyż, jak wiemy z Geometrji ele- 
mentarnej, przez dany punkt właściwy, leżący zewnątrz danej 
prostej właściwej, przechodzi jedna i tylko jedna prosta 
właściwa, równoległa do danej prostej właściwej). 

Widzimy więc, że: gdy są dane dwa punkty (różne), 
z których jeden jest punktem właściwym, drugi zaś nie- 
właściwym, to istnieje wtedy jedna i tylko jedna prosta, do 
której te punkty należą. 

Pozostaje nam więc jeszcze rozpatrzeć przypadek, gdy 
są dane 2 różne punkty niewłaściwe, czyli, innemi słowy, gdy 
są dane 2 różne i nierównoległe proste właściwe, zawierające 
punkty niewłaściwe, które uważamy za dane. Zgóry możemy 
powiedzieć, że jeżeli w tym przypadku istnieje prosta, za- 
wierająca obydwa punkty dane, to jest ona prostą niewłaściwą, 
albowiem każda prosta właściwa zawiera tylko jeden punkt 
niewłaściwy. Chodzi więc o to, czy w rozpatrywanym przy- 
padku istnieją proste niewłaściwe, zawierające obydwa punkty 
dane, i jeżeli tak, to ile takich prostych istnieje. 

W rozpatrywanym przypadku mamy 2 możliwości: albo 

2 dane proste właściwe, różne i nierównoległe, leżą w jednej 
płaszczyźnie właściwej, albo nie leżą. 
a Jeżeli one leżą w jednej płaszczyźnie właściwej, to prosta 
niewłaściwa tej płaszczyzny właściwej zawiera obydwa punkty 
dane. I przytem jest ona jedyną prostą niewłaściwą, posia- 
dającą tę własność. Jeżeli bowiem prosta niewłaściwa jakiejś 
innej płaszczyzny właściwej zawiera obydwa punkty dane, to 
ta płaszczyzna właściwa jest wtedy-równótegła do każdej 
z dwu danych prostych właściwych, a zatem jest ona także 
równoległa do płaszczyzny właściwej, w której dane proste 
właściwe leżą, dwie zaś płaszczyzny właściwe równoległe po- 
siadają tę samą prostą niewłaściwą. 
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Jeżeli natomiast 2 dane proste właściwe, różne i nie- 
równoległe, nie leżą w jednej płaszczyźnie właściwej, to prosta 
niewłaściwa płaszczyzny właściwej, zawierającej jedną z dwu 
danych prostych właściwych i równoległej do drugiej z tych 
dwu prostych, zawiera obydwa punkty dane. I jest ona je- 
dyną prostą niewłaściwą, posiadającą tę własność, jeżeli bowiem 
prosta niewłaściwa jakiejś innej płaszczyzny właściwej zawiera 
obydwa punkty dane, to ta płaszczyzna właściwa jest wtedy 
równoległa do wymienionej płaszczyzny właściwej, a zatem 
posiada z nią prostą niewłaściwą wspólną. 

A więc, rozumiejąc ogólnie przez punkty i proste zarówno 
punkty i proste właściwe, jak też punkty i proste niewłaściwe, 
możemy powiedzieć, że: 

a) Jeżeli są dane 2 punkty różne, to istnieje 
wtedy jedna i tylko jedna prosta, do którejte 
punkty należą. 

Tak samo z łatwością moglibyśmy się przekonać, że 
ogólnie istnieją zależności: 

b) Jeżeli są dane 3 punkty różne, nie nale- 
żące do jednej prostej, to istnieje wtedy jedna 
itylko jedna płaszczyzna, do której one należą; 

c) Jeżeli są dane punkt i prosta, nie nale- 
żące do siebie, to istnieje wtedy jednaitylko 
jedna płaszczyzna, do której one należą. 

Oprócz takich zależności, jak a), b), c), które mieliśmy 
już w Geometrji elementarnej, mamy teraz, o czem łatwo 
możemy się przekonać, i inne zależności: 

d) Dwie płaszczyzny różne zawsze posia- 
dają jedną i tylko jedną prostą wspólną; 

e) Trzy płaszczyzny różne, nie zawierające 
jednej prostej, zawsze posiadają jedenitylko 
jeden punkt wspólny; 

f) Płaszczyzna i prosta, nie należące do 
siebie, zawsze posiadają jeden i tylko jeden 
punkt wspólny; 

$) Dwie proste różne, leżące w jednej 
płaszczyźnie, zawsze posiadają jeden i tylko 
jeden punkt wspólny. 
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5. W Geometrji elementarnej rozpatruje się proste rów- 
noległe, prostą i płaszczyznę wzajemnie równoległe, płasz- 
czyzny równoległe. Oczywiście są to proste i płaszczyzny 
właściwe. Tutaj własność dwu prostych, względnie dwu 
płaszczyzn, względnie prostej i płaszczyzny, którą nazywamy 
ich wzajemną równoległością, rozciągamy również na ele- 
menty niewłaściwe, Mianowicie równoległemi nazywamy 
jakiekolwiek 2 proste, posiadające punkt niewłaściwy wspólny, 
względnie jakąkolwiek prostą i jakąkolwiek płaszczyznę, 
posiadające punkt niewłaściwy wspólny, względnie jakie- 
kolwiek 2 płaszczyzny, posiadające prostą niewłaściwą 
wspólną (nakrywanie się 2 prostych, względnie należenie 
prostej do płaszczyzny, względnie nakrywanie się dwu 
płaszczyzn, uważamy za przypadek szczególny równo- 
ległości). Na mocy tej definicji 2 proste niewłaściwe zawsze 
są do siebie równoległe, prosta niewłaściwa jest równoległa 
do każdej prostej właściwej, leżącej z nią w jednej płasz- 
czyźnie właściwej, prosta niewłaściwa jest równoległa do 
każdej płaszczyzny (zarówno właściwej, jak też i niewłaś- 
ciwej), płaszczyzna niewłaściwa jest równoległa do każdej 
prostej (zarówno właściwej, jak też i niewłaściwej), płasz- 
czyzna niewłaściwa jest równoległa do każdej płaszczyzny 
(zarówno właściwej, jak też i niewłaściwej). 

6. Wprowadzenie do Geometrji elementów niewłaściwych, 
t. zn. punktów, prostych i płaszczyzny niewłaściwych, często 
ułatwia nam rozumowanie, jak również pozwala na wypo- 
wiadanie różnych wniosków w formie ogólnej. 

Jeżeli np. w jakiemś rozumowaniu geometrycznem wy- 
stępują 2 płaszczyzny różne, to na mocy zależności d) można 
stąd wywnioskować, że istnieje wtedy jedna i tylko jedna 
prosta, należąca do tych płaszczyzn, i ewentualnie można tę 
prostą wprowadzić do rozważań, Gdybyśmy zaś elementów 
niewłaściwych do Geometrji nie wprowadzili, to wtedy, 
w razie wystąpienia w jakiemś rozumowaniu geometrycznem 
dwu płaszczyzn różnych, moglibyśmy wywnioskować, iż te 
płaszczyzny albo posiadają prostą wspólną, albo też nie po- 
siadają, mogłaby więc zajść potrzeba rozpatrywania każdego. 
z tych dwu przypadków oddzielnie, Dzięki więc wprowa- 
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dzeniu do Geometrji elementów niewłaściwych możemy cza- 
sami uniknąć rozbicia jakiegoś rozumowania na kilka części. 

Korzyść, wynikającą z wprowadzenia do Geometrji ele- 
mentów niewłaściwych, można do pewneśo stopnia porównać 
z korzyścią, wynikającą z wprowadzenia do Algebry liczb 
zespolonych. Dzięki wprowadzeniu do Algebry liczb zespo- 
lonych mamy np. twierdzenie ogólne, iż każde równanie 
algebraiczne stopnia 2-ego posiada 2 pierwiastki, jak również 
możemy podać rozwiązanie ogólne takiego równania. Gdy- 
byśmy zaś liczb zespolonych do Algebry nie wprowadzili, 
to zarówno nie mielibyśmy wymienionego twierdzenia ogól- 
nego, dotyczącego liczby pierwiastków równania kwadrato- 
wego, jak też i nie mielibyśmy rozwiązania ogólnego takiego 
równania. 


IV. Zwrot prostej, odcinka, promienia, pęku promieni, 
kąta. — 1. Zaznaczyliśmy już wyżej, że w rozważaniach 
naszych Geometrję elementarną będziemy uważali za znaną. 
Istnieją jednak takie podręczniki Geometrji elementarnej, 
w których pewne własności utworów geometrycznych, nale- 
żące do zakresu tej Geometrji, wcale nie są omawiane lub 
też są omawiane bardzo pobieżnie. W wielu np. podrę- 
cznikach Geometrji elementarnej nie rozpatruje się wcale 
zwrotów prostej, odcinka, promienia, pęku promieni i kąta, 
chociaż powinny one być tam rozpatrywane. Dla tej właśnie 
przyczyny oraz ze wzgledu na to, że w naszych rozważaniach 
wymienione zwroty będą odgrywały pewną rolę, poświęcimy 
im tu słów parę. 

2. Przyjmijmy np. jako pewnik, że na prostej istnieją 
2 wprost sobie przeciwne porządki następstwa 
punktów, i te porządki nazwijmy zwrotami prostej. 

Jeżeli więc są dane na prostej 2 punkty A i B, to przy 
jednym zwrocie tej prostej punkt B następuje po punkcie A, 
przy drugim zaś jej zwrocie punkt A następuje po punkcie B. 
Ogół punktów prostej, które przy pierwszym z wymienionych 
jej zwrotów nie wyprzedzają punktu A i jednocześnie nie 
następują po punkcie B, a zatem które przy drugim zwrocie 
prostej nie wyprzedzają punktu B i jednocześnie nie nastę- 
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pują po punkcie A, nazywamy odcinkiem prostej, posia- 
"dającym punkty krańcowe A i B. 

Dwa wprost sobie przeciwne zwroty prostej określają 
na każdym odcinku, zawartym w tej prostej, dwa wprost 
sobie przeciwne zwroty odcinka. 

Ogół punktów prostej, które przy pewnym zwrocie prostej 
jakiegoś jej punktu A nie wyprzedzają, a zatem które przy 
drugim zwrocie prostej po punkcie A nie następują, nazywamy 
promieniem. Pierwszy z wymienionych zwrotów prostej 
określa na rozpatrywanym promieniu pewien zwrot, który 
nazywamy zwrotem promienia. Ponieważ przy tym 
zwrocie punkt A jest pierwszym punktem promienia, przeto 
ten punkt nazywamy punktem początkowym albo też 
wprost początkiem promienia. Mówimy też, że rozpatry- 
wany promień wychodzi z punktu A. 

Chociaż każda prosta, względnie każdy odcinek, posiada 
2 zwroty, to jednak czasami jeden zwrot prostej, względnie 
odcinka, będziemy wyróżniali. 

Chcąc wyróżnić np. ten zwrot prostej, przy którym pewien 
punkt B tej prostej następuje po innym jej punkcie A, będziemy 
oznaczali rozpatrywaną prostą symbolem AB. Gdybyśmy zaś 
chcieli wyróżnić drugi zwrot rozpatrywanej prostej, t. zn. zwrot, 
przy którym punkt A następuje po punkcie B, to oznaczylibyś- 
my tę prostą symbolem BA, Jeżeli natomiast żadnego zwrotu 
rozpatrywanej prostej nie wyróżniamy, to oznaczamy ją wtedy 
dowolnie albo symbolem AB albo symbolem BA (ft. zn. litery 
A i B piszemy w porządku dowolnym, przyczem nad temi 
literami nie piszemy już kreski poziomej). 

Ten sam sposób oznaczania będziemy stosowali również 
do odcinków, z tem tylko zastrzeżeniem, że przez punkty 
A i B należy wtedy rozumieć punkty krańcowe odcinka, 
Przyczem punkt A będziemy nazywali punktem począt- 
kowym, albo wprost początkiem, odcinka AB, punkt 
B zaś będziemy nazywali punktem końcowym, albo 
wprost końcem, tego odcinka, Dla odcinka B A, odwrotnie, 
punkt B będzie początkiem, punkt A zaś końcem. 

Zresztą w przypadku, gdy żadnego zwrotu rozpatrywanej 
prostej, względnie rozpatrywanego odcinka, nie wyróżniamy, 
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możemy oznaczyć tę prostą, względnie ten odcinek, za po- 
mocą jednej tylko litery. To samo stosuje się również wtedy, 
gdy jeden zwrot rozpatrywanej prostej, względnie rozpatry- 
wanego odcinka, wyróżniamy, tylko że ten wyróżniony zwrot 
jest już w inny sposób określony, wobec czego nie jest ko- 
niecznem, aby symbol na oznaczenie wymienionej prostej, 
względnie wymienionego odcinka, określał ten zwrot. 

Promień oznaczamy albo dwiema napisanemi obok siebie 
literami, z których pierwsza litera oznacza początek pro- 
mienia, druga zaś jakikolwiek inny jego punkt, albo też 
jedną tylko literą. 

Na rysunku zwrot przedstawiamy za pomocą strzałki. 
Np. prostą AB, t. zn. prostą A B oraz ten jej zwrot, przy 
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Rys. 3 
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którym punkt B następuje po punkcie A, przedstawiamy albo 
tak, jak na rysunku 2, albo tak, jak na rysunku 3. 

Jeżeli 3 punkty A, B,C, leżące na jednej prostej, przy 
jednym zwrocie tej prostej następują po sobie w kolei A BC, 
a zatem przy drugim jej zwrocie w kolei CBA, to mówimy 
wtedy, że punkt B leży pomiędzy punktami A i C, albo 
też, że punkty A i C leżą po stronach przeciwnych 
punktu B. 

3. Przyjmijmy np. jako pewniki własności następujące: 

a) Jeżeli dwie jakie- 

kolwiek proste m i m 

(rys. 4), leżące w jednej 
płaszczyźnie, przetnie- 

my prostemi a,b,C,..., 

wzajemnie równole głe- 

Rys. 4 mi, lecz nierównoległe- 
mi do żadnej z prostych 

m im, odpowiednio w punktach A,B,C,.. oraz 
A,B/C',..., to koleje, wjakich następują po sobie 
punkty A,B,C,... prostej m (przy obydwu zwro- 
tach tej prostej), są takie same, jak koleje, w ja- 
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kich następują po sobie punkty A,B,C... pro- 
stej m' (przy obydwu zwrotach tej prostej); 

B) Jeżeli mim' są.dwiema prostemi równo- 
leśłemi (rys.5) i na jednej z nich, np. na prostej 
m, weźmiemy dowolną liczbę punktów A,B,C, 
D,..., które przy jednym ze zwrotów prostej 
m następują po sobie np. w kolei ABCD...., 
poprowadzimy przez 
te punkty proste rów- 
noległe (różne od pro- 
stejm), których punkty 
przecięcia się z pro- 
stąm' oznaczymy przez 
ROB, ,C,D,...., Graz ja 
kieśinneprosterówno- 
ległe (różne od prostej m), których punkty 
przecięcia się z prostą m: oznaczymy przez 
A“, B",C”, D",.... to wtedy przy jednym i tym sa- 
mym zwrocie prostej m punkty A,B,C,D,..., 
będą następowały po sobie w kolei A B'C'D'.... 
oraz punkty A“, B", C", D“,.... będą następowały 
po sobie w kolei A" B“ C" D"... 

Niechaj będą dane dwie proste równoległe m i m' (rys. 6). 

Przetnijmy te proste parą 
prostych równoległych a;, by, 
oraz jakąś inną parą prostych 
równoległych a,, b, Oznacz- 
my punkty przecięcia się pro- 
4 W. UK KE stych a, ib, z prostą m przez 
F A,iB,, z prostą zaś m‘ przez 
A,' i By; oraz punkty przecię= 
cia się prostych a, i b, z prostą m przez A, i B„ z prostą 
zaśm' przez A, i B‘. Przyjmijmy, że przy jednym i tym samym 
zwrocie prostej m punkt B, następuje po punkcie A, oraz 
punkt B, następuje po punkcie A, Poprowadźmy przez 
punkty A,,B,,A,„B, cztery proste rówńoległe a; bp ać, b. 
Pierwsze dwie z pośród tych czterech prostych przecinają 
prostą m' w punktach A,' i By, punkty zaś przecięcia się 

F. Włodarski, Geom. anal. pł., cz. 1. 2 
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prostych a,' i b z prostą m‘ oznaczmy przez A,'i B“. Na 
mocy podanego wyżej pewnika a) możemy powiedzieć, że 
koleje, w jakich następują po sobie punkty A,, By, A”, B,” przy 
obydwu zwrotach prostej m, są takie same, jak koleje, 
w jakich następują po sobie przy obydwu zwrotach prostej 
m punkty A, B, A, B> A ponieważ, według założenia, 
punkty A,,B,,A,, B, przy jednym ze zwrotów prostej m na- 
stępują po sobie w kolei, przy której punkt B, następuje po 
punkcie A, oraz jednocześnie punkt B, następuje po punkcie 
A,, przeto przy jednym ze zwrotów prostej m' punkty 
A‘, Bi, A", B następują po sobie w kolei, przy której 
punkt B,' następuje po punkcie A, oraz jednocześnie punkt 
B," następuje po punkcie A”. Lecz, biorąc pod uwagę 
parę prostych równoległych a,, b,, oraz parę prostych równo- 
ległych a,,b,, na mocy podanego wyżej pewnika P) możemy 
powiedzieć, że prży tym zwrocie prostej m, przy którym 
punkt B,” następuje po punkcie A”, również punkt By na- 
stępuje po punkcie A,'. 

Mamy zatem: Jeżeli m i m są dwiema prostemi 
równoległemi, których punkty przecięcia się 
z jakąś parą prostych równoległych a, b; ozna- 
czymy odpowiednio przez A,B, i 44,By, oraz 
punkty przecięcia się z jakąś inną parą pro- 
stych równoległych a,b; oznaczymy odpowie- 
dnio przez AyB> i A,B, to w razie, gdy przy 
jednym itym samym zwrocie prostej m punkt B; 
następuje po punkcieA,oraz punkt Bə następuje 
po punkcie A, również przy jednym itym sa- 
mym zwrocie prostej m punkt By następuje po 
punkcie Ay oraz punkt B następuje po punk- 
cie A. 

Zwroty dwu prostych równoległych m i m' połączmy 
teraz w 2 pary w sposób następujący: jeżeli A i B oraz A* 
i B' oznaczają punkty przecięcia się dwu prostych równo- 
leśłych danych m oraz m‘ z dwiema jakiemikolwiek dowolnie 
wziętemi prostemi równolesłemi a i b (które nie są równo- 
ległe do prostych m i m'), to do jednej pary zwrotów za- 
liczmy zwrot prostej m, przy którym punkt B następuje po 
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punkcie A, oraz zwrot prostej m', przy którym punkt B' na- 
stępuje po punkcie A', do drugiej zaś pary zwrotów zalicz- 
my 2 pozostałe zwroty prostych m i m‘. Opierając się na 
twierdzeniu ostatniem możemy powiedzieć, że otrzymane 
w ten sposób pary zwrotów prostych m i m' nie zależą wcale 
od wyboru prostych równoległych a i b, są zatem zupełnie 
określone, jeżeli tylko są dane proste równoległe mi m'. 

Takie 2 zwroty dwu prostych równoległych, jakie za- 
liczyliśmy przed chwilą do jednej i tej samej pary, będziemy 
nazywali zwrotami jednakowymi. Natomiast takie dwa 
zwroty dwu prostych równoległych, jakie przy określonym 
przed chwilą podziale zwrotów tych dwu prostych na dwie 
pary zaliczyliśmy do par różnych, będziemy nazywali zwrotami 
przeciwnymi. Zwroty dwu prostych różnych i nierówno- 
ległych będziemy nazywali zwrotami różnymi. 

Również jednakowymi będziemy nazywali zwrot prostej 
i określony przezeń zwrot jakiegoś odcinka albo promienia, 
zawartego w tej prostej. Natomiast przeciwnymi będziemy 
nazywali zwrot prostej i zwrot jakiegoś zawartego w niej od- 
cinka albo promienia, określony przez drugi zwrot tej prostej. 

Niechaj będą dane 3 proste równoległe m, m, m". Jeden 
ze zwrotów prostej m oznaczmy przez z. Zwroty prostych 
m'i m", jednakowe ze zwrotem z prostej m, oznaczmy od- 
powiednio przez z‘ i z". Weźmy na prostej m jakiekolwiek 
2 punkty A i B, Przypuśćmy, że przy zwrocie z prostej 
m punkt B następuje po punkcie A. Przez punkty A i B po- 
prowadźmy 2 proste równoległe a i b (różne od prostej m). 
Punkty przecięcia się tych prostych z prostemi m‘ oraz m" 
oznaczmy odpowiednio przez A' i B‘ oraz A" i B", Ponieważ 
zwroty z'i z“ prostych m'i m" są jednakowe ze zwrotem 
z prostej m, przeto przy zwrocie z‘ prostej m‘ punkt B‘ na- 
stępuje po punkcie A' oraz przy zwrocie z“ prostej m“ punkt B" 
następuje po punkcie A", Stąd żaś wynika, że zwroty z'i z“ 
prostych m‘ i m” są jednakowe. 

Otrzymaliśmy więc, że: jeżeli zwroty dwu prostych są 
jednakowe ze zwrotem trzeciej prostej, to te zwroty są rów- 
nież pomiędzy sobą jednakowe. W sposób analogiczny mogli- 
byśmy się przekonać, że: jeżeli zwroty dwu prostych są 

2* 


= m 


przeciwne zwrotowi trzeciej prostej, to te zwroty są po- 
między sobą jednakowe; jeżeli z pośród dwu prostych jedna 
posiada zwrot jednakowy ze zwrotem trzeciej prostej, druga MMś 
posiada zwrot przeciwny, aniżeli ta trzecia prosta, to w takim 
razie pierwsze dwie proste posiadają zwroty przeciwne. 

Wprowadźmy teraz definicję następującą: jeżeli symbol 
r oznacza prostą, każdy zaś z symboli s i £ oznacza do- 
wolnie prostą, odcinek lub promień (przyczem niekoniecznie 
te 2 symbole oznaczają jednocześnie taki sam utwór geome- 
tryczny, t. zn. mogą one oznaczać jednocześnie różne utwory 
geometryczne, a więc np. jeden z nich może oznaczać prostą, 
drugi zaś odcinek, i t. p.), to w razie, gdy każdy z utworów 
geometrycznych s i £ posiada zwrot jednakowy ze zwrotem 
prostej r, zwroty utworów s i £ nazywamy jednakowymi, 
natomiast w razie, gdy jeden z utworów geometrycznych 
si f posiada zwrot jednakowy ze zwrotem prostej r, drugi 
zaś posiada zwrot przeciwny zwrotowi prostej r, zwroty 
utworów s ił nazywamy przeciwnymi,; jeżeli proste, zawierające 
utwory geometryczne s i £, nie są równoległe (a więc i nie 
nakrywają się), to zwroty utworów s i £ nazywamy różnymi. 

Opierając się na tej definicji oraz na podanych przed- 
tem definicjach zwrotów jednakowych lub przeciwnych dwu 
prostych równoległych, względnie prostej i zawartego w niej 
odcinka lub promienia, będziemy mogli mówić również 
o zwrotach jednakowych lub przeciwnych prostej i odcinka, 
względnie promienia, zawartego w prostej równoległej, albo 
dwu odcinków, względnie dwu promieni, względnie odcinka 
i promienia, zawartych w jednej prostej lub też w dwu pro- 
stych równoległych. Tak np. zwroty dwu odcinków jednej 
prostej, określone przez jeden i ten sam zwrot tej prostej, 
będą zwrotami jednakowymi. 

4, Jeżeli z następstwa pewnych elementów ey, ep, £3,...; 
On—2, €p-112, pO sobie w kolei e; es 23... en-z €n—m €n WY- 
nika następstwo ich po sobie również w kolejach e» e3... 
On—2 En—i En?tu C3... Ep €n_1 Ên Èi C2, 11, Onp_1 Ên Êi ©2 03... 
On; Ep ©; €z €3... © 2 €p_, to mówimy wtedy, że rozpa- 
trywane elementy znajdują się w uporządkowaniu 
cyklicznem. W razie więc uporządkowania cyklicznego 
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pewnych elementów, każdy element może być uważany za 
element pierwszy. 

5, Ogół wszystkich promieni, wychodzących z jednego 
punktu i leżących w jednej płaszczyźnie, nazywamy pękiem 
promieni. Punkt, z którego wychodzą wszystkie promienie 
pęku, nazywamy wierzchołkiem pęku. 

Przyjmijmy np. jako pewnik, że w pęku promieni 
istnieją 2 wprost sobie przeciwne uporząd- 
kowania cykliczne promieni, i te uporządkowania 
nazwijmy zwrotami pęku. 

Jeżeli więc a i b są dwoma promieniami pęku, to przy 
każdym zwrocie pęku następują one po sobie zarówno 
w kolei ab, jak też w kolei ba. 

Jeżeli a, b, c są trzema promieniami pęku i wiemy, że 
przy jednym zwrocie pęku następują one po sobie np. w kolei 
abc, to stąd możemy wywnioskować, że przy tym samym 
zwrocie pęku rozpatrywane promienie następują po sobie 
również w kolejach bca i cab, przy druśim zaś zwrocie 
peku następują one po sobie w kolejach cha, bac, acb. 
Jak więc widzimy, 3 promienie a, b, c pęku przy obydwu 
zwrotach pęku następują po sobie we wszelkich możliwych 
kolejach, jednak przy każdym zwrocie w innych, t. zn. niema 
takiej kolei, w której następowałyby po sobie promienie a, b, c 
jednocześnie przy każdym zwrocie pęku. 

Stąd wynika, że, chcąc wyróżnić jakiś zwrot pęku, wy- 
starczy podać jedną z kolei, w jakich następują po sobie 
przy tym zwrocie pewne 3 promienie pęku. 

Ponieważ obydwa uporządkowania promieni pęku są 
cykłiczne, przeto zwrot pęku nie określa jednoznacznie na- 
stępstwa promieni pęku. Zwrot pęku będzie jednak określał 
jednoznacznie następstwo promieni pęku, jeżeli pewien pro- 
mień pęku przyjmiemy jako pierwszy. 

Jeżeli np. są dane 2 promienie a i b pęku i jako promień 
pierwszy przyjmiemy promień a, względnie b, to przy każdym 
zwrocie pęku promień b będzie następował po a, względnie 
promień a będzie następował po b. Gdybyśmy zaś, mając 
dane 2 promienie a i b pęku, jako promień pierwszy pęku 
przyjęli jakiś promień c, różny od każdego z promieni a i b, 
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to, wziąwszy pod uwagę 3 promienie a,b,c pęku, mogli- 
byśmy powiedzieć, że przy jednym zwrocie pęku następują 
one po sobie w kolei cab, przy drugim zaś zwrocie pęku 
w kolei cba (albowiem z pośród wszelkich możliwych kolei, 
w jakich 3 promienie a, b, c pęku następować po sobie mogą, 
tylko w tych dwu kolejach promień c występuje jako pierwszy), 
a zatem przy jednym zwrocie pęku promień b następowałby 
wtedy po a, przy drugim zaś zwrocie pęku promień a na- 
stępowałby po b. 

6. Ogół promieni pęku, które przy pewnym zwrocie 
peku i w razie uważania pewnego promienia a peku za 
promień pierwszy nie następują po pewnym promieniu b pęku, 
nazywamy kątem, przyczem wierzchołek pęku nazywamy 
wierzchołkiem kąta, promienie a i b pęku ramionami 
kąta, wymieniony zaś zwrot pęku zwrotem kąta. 

Kąt jest więc jednoznacznie określony, jeżeli są dane 
jego ramiona oraz jego zwrot, przytem jeżeli jest wiadomem, 
które z danych jego ramion jest uważane za ramię pierwsze. 
Symbol na oznaczenie kąta powinien zatem te wszystkie 
rzeczy określać. Ponieważ zaś, jak widzieliśmy wyżej, zwrot 
peku, a zatem i zwrot zawartego w nim kąta, jest jedno- 
znacznie określony, jeżeli jest dana jedna z kolei, w jakiej 
następują po sobie przy tym zwrocie pewne 3 promienie 
pęku, zatem jako symbol na oznaczenie kąta, którego ramio- 
nami są promienie a i b, przyczem promień a jest ramieniem 
pierwszem, możemy przyjąć symbol acb, gdzie c oznacza 
jakiś promień, należący do tego kąta i różny od promieni 
aib. 

Przyjąwszy ten sposób oznaczania kątów możemy po- 
wiedzieć, że kąty a cb i b ca zajmują tę samą część płaszczyzny, 
różnią się zaś zwrotami. 

Jeżeli zwrot kąta, którego ramionami są promienie aib, 
przyczem promień a jest ramieniem pierwszem, jest nam 
skądinąd wiadomy, tak, że nie jest już koniecznem, aby sym- 
bol na oznaczenie tego kąta określał jego zwrot, to wtedy 
wymieniony kąt możemy oznaczyć wprost symbolem ab. 

Istnieją również przypadki, w których kąt jest dla nas 
dostatecznie określony, gdy go oznaczymy w ten sposób, jak 


www.rcin.org.pl 


NONE ZN ZNANĄ, 


——8 E 


się najczęściej kąty w Geometrji elementarnej oznacza, a mia- 
nowicie za pomocą trzech liter, np. ABC, z których litera 
środkowa oznacza wierzchołek kąta, litery zaś krańcowe 
oznaczają jakiekolwiek 2 punkty ramion. Taki przypadek 
zachodzi np. wtedy, gdy rozpatrujemy kąty wewnętrzne trój- 
kąta, przyczem zwroty kątów nas nie interesują. 

Zresztą czasami wystarcza nam oznaczenie kąta za po- 
mocą jednej tylko litery. 

Jeżeli, mówiąc o jakimś kącie, oznaczonym za pomocą 
liter, chcemy uniknąć wymawiania wyrazu „kąt”, to w takim 

razie przed literami, 
oznaczającemi rozpatry- 
wany kąt, umieszczamy 
znak 4 lub ©. 

Na rysunku zwrot gi 
pęku promieni albo też / R 
kąta przedstawiamy za - 
pomocą strzałki (rys. 7). 

7. W Trygonometrii 
płaskiej kąt posiada żna- 
czenie nieco szersze. Chcąc dać definicję kąta, rozpatrywanego 
w Trygonometrji płaskiej, powrócimy znów do uporządkowa- 
nia cyklicznego elementów. 

Z definicji uporządkowania cyklicznego elementów oraz 
stąd, iż jeżeli element e' następuje po elemencie e oraz ele- 
ment e" następuje po elemencie e, to również element e“ 
następuje po elemencie e, wynika co następuje: 

Jeżeli elementy ej, e2, €5,..., Op; @n— €n znajdują się 
w uporządkowaniu cyklicznem, to wtedy z następstwa tych 
elementów po sobie w kolei e; e2 €3...2p_ en—ı €n można wnio- 
skować o następstwie ich po sobie w kolejach: 
©, Cz Cg- p—: Chi Ch ©: Co £3,.. ną En—i Èn C1 ©2 ©3---:-:-- , 


— 


Rys. 7 


©2 ©... Qp_aOn—i ©n © Qa ©3...Op_ą Op_i ©p © ©203.......... $ 
g En—i Ep ©1 Cz ei Ep_3 Err N ©3...... ZY sł 


w 7 
CZECHA €3.:-€q—3 En—i Cnje: ©2 £3.-:E€n—2 €n—] En €i ©2€2..... , 
-e = - w m 


— ~ eene 


ARRS En_q' Ep Ch ©1 a r a €y............, 
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t.zn. w kolejach, jakie otrzymamy, wypisując dowolną liczbę 
razy jedną z grup elementów: ej ez €3...0,_» ©p_;€7, albo 
GR; „4 €7-% 05 47, Gy ALBO Caan. 07240, 2; En Cj Opr ereet , albo 
On— Cn €1 ©2 3... 0n_2, albo Op €i e2... Qp_> Op. 4. 

Te grupy elementów będziemy nazywali cyklami. Każda 
z podanych wyżej kolei jest to więc dowolną liczbę razy 
powtórzony jakiś cykl. 

Weźmy pod uwagę np. kolej 

e, 203... Cn—o En ©n ©1 ©2 3... Ono Cn—i En ©1 ©2 ©3412 111 

Każdy element występuje tu dowolną liczbę razy. Jeżeli 
więc wymienimy tylko nazwę elementu, to przez to nie okre- 
ślimy jeszcze miejsca, jakie ten element w rozpatrywanym 
szeregu zajmuje. To miejsce byłoby określone, gdybyśmy np. 
podali numer porządkowy elementu w rozpatrywanym szeregu. 
Byłoby ono również określone, gdybyśmy podali nazwę ele- 
mentu oraz numer porządkowy cyklu e; 22 25...0n_; ©p_ €n, 
w którym ten element występuje. Np. zarówno powiedzenie, 
iż mamy ma myśli element, którego numer porządkowy 
w rozpatrywanym szeregu wynosi n--2, jak też równo- 
znaczne z niem powiedzenie, iż mamy na myśli element e», 
znajdujący się w cyklu drugim, dokładnie określa miejsce, 
jakie ten element w rozpatrywanym szeregu zajmuje. 

Przejdźmy teraz do pęku promieni. 

Na mocy przyjęteśo pewnika w pęku promieni istnieją 
2 wprost sobie przeciwne uporządkowania cykliczne elemen- 
tów, które nazwaliśmy zwrotami pęku. Weźmy pod uwagę 
jedno z tych uporządkowań. Każdy promień pęku może 
być uważany za promień pierwszy cyklu, utworzonego ze 
wszystkich promieni pęku. Kolej, w jakiej następują po 
sobie promienie pęku, jest to dowolną liczbę razy powtórzony 
jakiś cykl. W takiej kolei każdy promień występuje dowolną 
liczbę razy. Miejsce, jakie promień w takiej kolei zajmuje, 
jest dla nas dostatecznie określone, jeżeli jest podana nazwa 
promienia oraz numer porządkowy cyklu, w którym ten 
promień występuje. 

Ogół promieni pęku, które przy pewnym zwrocie pęku 
w kolei, posiadającej promień a pęku jako element pierwszy, 
po pewnym promieniu b pęku, znajdującym się w cyklu o da- 


www.rcin.org.pl 


nym numerze porządkowym, nie następują, nazywamy kątem, 
przyczem wierzchołek pęku nazywamy wierzchołkiem 
kąta, promienie ai b pęku ramionami kąta, wymieniony 
zaś zwrot pęku zwrotem kąta. 

Kąty, rozpatrywane przez nas dotychczas, są to więc 
kąty, których drugie ramię b znajduje się w cyklu pierwszym. 

Dwa kąty, posiadające te same ramiona pierwsze i drugie 
oraz ten sam zwrot, różniące się zaś tylko tem, że dla jednego 
z tych kątów numer porządkowy cyklu, w którym wystę- 
puje ramię drugie, wynosi i, dla drugiego zaś i--k, różnią 
się od siebie o k kątów pełnych, t. zn. o kąt 2ka. 

Kąt, którego drugie ramię b znajduje się w cyklu pierwszym, 
oznaczaliśmy symbolem acb. Kąt, którego drugie ramię b 
znajduje się w cyklu drugim, możemy oznaczyć np. symbolem 
acbb, gdzie c oznacza jakiś promień pęku, różny od promieni 
aib i należący do kąta, który posiada z kątem rozpatrywanym 
te same ramiona pierwsze i drugie oraz ten sam zwrot, różni 
się zaś od tego kąta tylko tem, że drugie jego ramię b znaj- 
duje się w cyklu pierwszym. Analogicznie kąt, którego drugie 
ramię b znajduje się w cyklu trzecim, możnaby oznaczyć 
symbolem acbbb, gdzie c posiada takie same znaczenie, 
jak w przypadku poprzednim, i t. d. 

8. Przyjmijmy np. jako pewnik, że: Jeżeli promienie 
a,b,c,d,e,.... oraz a,b,c,d,e,.... dwu pęków różnych 
I i H, leżących w jednej płaszczyźnie lub też 
w dwu płaszczyznach równoległych, posiadają 
zwroty odpowiednio jednakowe, i jeżeli pro- 
mienie a,b,c,d,e,.... pęku Il przy jednym z jego 
zwrotów możemy uważać za następujące po 
sobie np.w kolei abcde.. to promienie a‘, b‘, c,d‘, e‘, 
peku Il‘ przy jednym ze zwrotów tego peku 
możemy uważać za następujące po sobie w kolei 
ab'cd'e.... 

Niechaj będą dane 2 pęki różne II i IU, leżące w jednej 
płaszczyźnie lub też w dwu płaszczyznach równoległych. 

Weźmy w pęku H dwie trójki promieni: a1, by, c, i aa, bo, Ca 
Przypuśćmy, że przy jednym i tym samym zwrocie pęku II 
promienie a,,b;,cj możemy uważać za następujące po sobie 


www.rcin.org.pl 


w kolei a+b;c;, a zatem również w kolejach b; c; a; i c; @ bi, 
oraz promienie a», bz, cc możemy uważać za następujące po 
sobie w kolei azb2cə, a zatem również w kolejach bsczaa i coaoba. 

Niechaj teraz ay, by), c1‘, Qą', b2, Co! oznaczają promienie 
pęku II', posiadające zwroty odpowiednio jednakowe z pro- 
mieniami Qi, Dy, cy, a>, ba, Co pęku II, 

Na mocy pewnika ostatniego możemy powiedzieć, że 
koleje, w jakich następują po sobie przy obydwu zwrotach 
peku II' promienie a), by, CY, Qa, ba, cz, są takie same, jak 
koleje, w jakich następują po sobie przy obydwu zwrotach 
peku II promienie ay, by, Ci, aa, ba, cz. A ponieważ, według 
założenia, koleje, w jakich przy jednym ze zwrotów pęku II 
następują po sobie promienie ay, Dy, Ci, Qa, Da, Cz, są tego 
rodzaju, iż promienie a;, by, cy, traktowane oddzielnie, na- 
stępują po sobie w kolejach a; b; cy, b1 Ci Ay, Cı a, bi, oraz 
promienie a», bz, c», traktowane oddzielnie, następują po sobie 
w kolejach a bo Ca, Da C2 a>», C2 Ba ba, przeto koleje, w jakich 
przy jednym ze zwrotów pęku II‘ następują po sobie pro- 
mienie ai, by, cf, as, ba, Cz, Są tego rodzaju, iż promienie 
ay, by, cy, traktowane oddzielnie, następują po sobie w ko- 
lejach a;' by cy, był c ay, cy ay by, oraz promienie a>, be, ce, 
traktowane oddzielnie, następują po sobie w kolejach a bə co‘, 
bọ Cz ar, Ce ax bz. 

Otrzymaliśmy więc, że przy jednym i tym samym zwrocie 
peku Il‘ promienie ay, by, cy następują po sobie w kolejach 
a' by Cy, by Cy Gy, Cy ay by, oraz promienie a, by, c 
następują po sobie w kolejach ax ba cə, bo Ca as, Ca ag Da. 

Możemy zatem wypowiedzieć twierdzenie następujące: 
Jeżeli promienie a, Dy, Cu Q, Dy Ce Oraz ay, Dy, CY, 
dg, by, CZ dwu pęków różnych I i N, leżących 
w jednej płaszczyźnie lub też w dwu płasz- 
czyznach równoległych, posiadają zwroty 
odpowiednio jednakowe, ijeżeli przy jednym 
itym samym zwrocie pękull promienie q, by, a 
oraz Qz bz c możemy uważać za następujące po 
sobie w kolejach a, b, c oraz a> bz Ce, to w takim 
razie również przy jednym itym samym zwrocie 
peku promienie ai, bi c oraz a>, bz,cz możemy 
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uważać za następujące po sobie w kolejach 
ay by cf oraz aś bg Cz. 

Zwroty dwu różnych pęków promieni II i M, leżących 
w jednej płaszczyźnie lub też w dwu płaszczyznach równo- 
ległych, połączmy teraz w dwie pary w sposób następujący : 
jeżeli promienie a, b, c pęku Il oraz promienie a, b, c 
peku II‘ posiadają zwroty odpowiednio jednakowe, to do 
jednej pary zwrotów zaliczmy zwrot pęku II, przy którym 
promienie a, b, c tego pęku można uważać za następujące 
po sobie w kolei a b c, oraz zwrot pęku ILU, przy którym 
promienie a, b‘, c tego peku można uważać za następujące 
po sobie w kolei a' b' c, do drugiej zaś pary zwrotów za- 
liczmy 2 pozostałe zwroty pęków II i IH‘, Opierając się na 
twierdzeniu ostatniem możemy powiedzieć, że otrzymane 
w ten sposób pary zwrotów pęków II i Il“ nie zależą od 
wyboru trójek promieni o zwrotach odpowiednio jednakowych 
a, b, c i a',b', c, są zatem zupełnie określone, jeżeli tylko 
są dane pęki II i IL, 

Takie 2 zwroty dwu różnych pęków promieni, leżących 
w jednej płaszczyźnie lub też w dwu płaszczyznach równo- 
ległych, jakie zaliczyliśmy przed chwilą do jednej i tej samej 
pary, będziemy nazywali zwrotami jednakowymi. Na- 
tomiast takie 2 zwroty dwu różnych pęków promieni, leżących 
w jednej płaszczyźnie lub też w dwu płaszczyznach równo- 
ległych, jakie zaliczyliśmy do par różnych, będziemy nazy- 
wali zwrotami przeciwnymi. 

Zwroty dwu różnych pęków promieni, leżących w dwu 
płaszczyznach nierównoległych (a zatem i nie nakrywających 
się), będziemy nazywali zwrotami różnymi. 

Zwroty wszystkich pęków promieni, leżących w jednej 
płaszczyźnie, możemy podzielić na dwie grupy tego rodzaju, 
iż 2 zwroty, należące do jednej itej samej grupy, będą 
jednakowe, 2 zaś zwroty, należące do grup różnych, będą 
przeciwne (wystarczy mianowicie w tym celu wyjść z jednego 
ze zwrotów jakiegokolwiek pęku promieni rozpatrywanej 
płaszczyzny, który oznaczmy np. przez z, i następnie do 
jednej grupy zaliczyć zwrot z oraz wszystkie zwroty, jedna- 
kowe ze zwrotem z, do drugiej zaś grupy zaliczyć wszystkie 


zwroty, przeciwne zwrotowi z). Możemy to wyrazić, mówiąc, 
iż na płaszczyźnie istnieją tylko 2 wprost sobie przeciwne 
zwroty pęków promieni. 

Ponieważ zwrotem kąta nazwaliśmy jeden ze zwrotów 
pęku promieni, zawierającego ten kąt, przeto dwa kąty, 
leżące w jednej płaszczyźnie lub też w dwu płaszczyznach 
równoległych, posiadają zwroty jednakowe albo przeciwne, 
dwa zaś kąty, leżące w dwu płaszczyznach różnych nie- 
równoległych, posiadają zwroty różne. 

9, Na zakończenie musimy zaznaczyć, że w dalszych 
rozważaniach naszych będziemy się opierali nietylko na tych 
własnościach prostych, odcinków, promieni, pęków promieni 
i kątów, jakie podaliśmy tutaj, lecz wogóle będziemy się 
opierali na wszystkich ich własnościach, znanych z Geometrji 
elementarnej oraz z Trygonometrji płaskiej. Chociaż bowiem 
w naszych rozważaniach obecnych podaliśmy definicje od- 
cinka, promienia, pęku promieni i kąta, to jednak nie ozna- 
cza to wcale, abyśmy sądzili, że czytelnik mógł przedtem 
tych utworów geometrycznych nie znać, przeciwnie, za- 
kładamy, że zna on całą Geometrję elementarną oraz Trygo- 
nometrję płaską. Uczyniliśmy to ze względu na własności 
prostych,odcinków, promieni, pęków promieni i kątów, które 
nazywamy ich zwrotami i które w wielu podręcznikach Ge- 
ometrji elementarnej nie są należycie uwzględnione. 

Wogóle naszych rozważań obecnych nie należy uważać 
za systematyczny wykład jakiegoś działu Geometrji, lecz za 
pewnego rodzaju komentarze i uzupełnienia, dotyczące tych 
wiadomości, jakie w najczęściej spotykanych podręcznikach 
Geometrji elementarnej oraz Trygonometrji płaskiej są poda- 
wane. I to właśnie usprawiedliwia formę, w jakiej podaliśmy 
własność prostej oraz pęku promieni, iż każdy z tych utworów 
geometrycznych posiada 2 wprost sobie przeciwne zwroty, 
jak również pewne własności dwu prostych, leżących w jednej 
płaszczyźnie, względnie dwu pęków promieni, leżących w jednej 
płaszczyźnie lub też w dwu płaszczyznach równoległych, 
będące w związku z ich zwrotami. Powiedzieliśmy miano- 
wicie, że te własności wymienionych utworów geometrycznych 
przyjmujemy, naprzykład, jako pewniki. W razie syste- 
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matycznego wykładu wyraz „naprzykład“ byłby tu nie na 
miejscu, albowiem wtedy należałoby albo te własności wpro- 
wadzić definitywnie w formie pewników, albo też dowieść 
ich na mocy innych pewników. 

Uwaga. Uporządkowanie promieni pęku uważaliśmy za 
cykliczne, natomiast uporządkowania punktów prostej za cy- 
kliczne nie uważaliśmy. Tak rzecz się przedstawia z punktu 
widzenia Geometrji elementarnej. Z chwilą jednak wprowa- 
dzenia do Geometrji punktów niewłaściwych, również upo- 
rządkowanie punktów prostej można uważać za cykliczne, 
jak się to czyni w Geometrji rzutowej. W Geometrji rzutowej 
uważamy mianowicie prostą za linję zamkniętą, mogącą być 
opisaną w całej rozciągłości przez punkt, który, wyszedłszy 
z jakiegoś punktu A prostej, porusza się po niej stale w jednym 
itym samym kierunku (zwrocie), początkowo oddalając się 
od punktu A i następnie, po przejściu przez punkt niewła- 
Ściwy, zbliżając się (z przeciwnej strony) do punktu A aż do 
nakrycia go. 


V. Rzut prostokątny na prostą. — 1. Stosunek dwu wiel- 
kości geometrycznych jednorodnych (np. 2 odcinków, 2 kątów, 
i t. p.) jest zawsze pewną w zupełności określoną liczbą rze- 
czywistą nieujemną (wymierną lub niewymierną). Odwrotnie, 
jeżeli mamy daną wielkość geometryczną b i jakąkolwiek 
liczbę rzeczywistą nieujemną (wymierną lub niewymierną), 
wówczas istnieje zawsze wielkość geometryczna a, jednorodna 
z wielkością $eometryczną b, której stosunek do b wyraża 
się daną liczbą. 1 

Jeżeli więc jakiś odcinek przyjmiemy za jednostkę dłu- 
gości, to długość każdego odcinka będzie się wyrażała pewną 
w zupełności określoną liczbą rzeczywistą nieujemną, i od- 
wrotnie, każdej liczbie rzeczywistej nieujemnej będzie odpo- 
wiadał pewien w zupełności określony odcinek, którego długość 
będzie się wyrażała właśnie tą liczbą. 

Weźmy teraz pod uwagę jakąkolwiek prostą. Jeden 
zwrot tej prostej nazwijmy dodatnim, drugi zaś ujemnym. 
Ustaliwszy pewną jednostkę długości, każdemu odcinkowi 
naszej prostej, posiadającemu jeden zwrot, podporządkujmy 


Ay. |, zab 


liczbę, której wartość bezwzględna wyraża długość tego od- 
cinka, która zaś jest dodatnia lub ujemna w zależności od 
tego, czy rozpatrywany odcinek posiada zwrot dodatni, czy 
też ujemny. 
_ Liczby, podporządkowane w ten sposób odcinkom AB 

i BA, gdzie A i B oznaczają 2 dowolne punkty rozpatry- 
wanej prostej, będą zatem posiadały tę samą wartość bez- 
względną, znaki zaś będą posiadały przeciwne. Jeżeli więc 
liczbę, podporządkowaną jakiemuś odcinkowi, będziemy 
oznaczali takim samym symbolem, jakim oznaczamy sam od- 
cinek, to będziemy mogli powiedzieć, że A B =— B A. 

Niechaj A, B, C będą trzema punktami, należącymi do 
rozpatrywanej prostej. Jeżeli punkt B leży pomiędzy punk- 
tami A i C, to wtedy liczba, wyrażająca długość odcinka AC, 
jest równa sumie liczb, wyrażających długości odcinków AB 
i BC. Ponieważ znów z drugiej strony odcinki A B, BC, AC 
posiadają w tym przypadku zwroty jednakowe, przeto od- 
powiadające im liczby są jednakowego znaku, a zatem po- 
między temi liczbami zachodzi zależność: ABB C=4AC, 

Dowiedziemy teraz, że jeżeli Aj, Aa, Az, ... An—1, An są n 
punktami, leżącymi na rozpatrywanej prostej, to wtedy, nie- 
zależnie od kolei, w jakiej te punkty przy każdym zwrocie 
rozpatrywanej prostej następują po sobie, mamy: 


(1) A; A> + A> As + A3 As --... + An An + An 41 20. 


Dowiedziemy tego twierdzenia, stosując metodę indukcji 
matematycznej. 

Przedewszystkiem jest jasnem, że twierdzenie to jest praw- 
dziwe w razie n =2, t. zn. w razie, gdy są dane tylko 2 punkty 
A i As, albowiem wtedy A, A= — AA, skąd wynika 
Ai Ao + As A, = 0. 

Że to twierdzenie jest prawdziwe również wtedy, gdy 
n==3, możemy się przekonać w sposób następujący. 

Jeżeli są dane na rozpatrywanej prostej 3 punkty Aby, 
Aa, Az, to istnieją wtedy 3 możliwości: albo punkt A; leży 
pomiędzy punktami A» i Ag, albo punkt As leży pomiędzy 
punktami 4; i A, albo, w końcu, punkt Az leży pomiędzy 
punktami A; i A. W pierwszym przypadku możemy po- 
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wiedzieć, że 7h | A Az = As As skąd — As AA e ARA 
— A; A = 0, czyli A; A -+ A> Az + Ag A, = 0. W drugim przy- 
padku możemy powiedzieć, że 4; A> -} A Az = == A; As, skąd 
AMA, + A> A; — A, A =0, czyli Ay A> + 2 A; +- 4 A =0. 
W końcu, w trzecim przypadku możemy powiedzieć że 
A, A; + Az Ao = A; As, skąd A; A> — Az A> — A; Ag = 0, czyli 
Ay A>; + A> Az - 434, =0. Widzimy więc, że w razie, gdy 
n=3, twierdzenie nasze jest prawdziwe. 

Przypuśćmy teraz, że nasze twierdzenie jest prawdziwe, 
gdy n=m. Dowiedziemy, że w takim razie jest ono praw- 
dziwe również wtedy, gdy n=m--1. 

Niechaj bowiem A, A>, Ag,..., Am Amı będą m--1 
punktami, leżącymi na rozpatrywanej prostej. Na mocy za- 
łożenia, że twierdzenie nasze jest prawdziwe, gdy n==m, 
możemy powiedzieć, iż 


(2) A, As +- A As -+ As Aa +... + Am; Am H Am A1 =0. 


Oznaczmy teraz punkt Am symbolem 4;', punkt A; symbolem 
Ay i punkt Am, symbolem Az. Jak widzieliśmy wyżej, twier- 
dzenie nasze jest prawdziwe, gdy n==3, możemy je więc 
zastosować do trzech punktów Ay, Az, Ag, t. zn. możemy 
powiedzieć, że Ay A; + As Ag + Ag Ay =0, czyli Am A -+ 
+4,A Ami F Am: An m==0, skąd wynika Am A; = — Ama Am — 
— Áj Ampi czyli AmA = Am Amp + Amp  Wstawiwszy 
teraz w równość (2) zamiast Am A, sumę Am Am F Ami Air 
otrzymujemy 


NE, +2E29 RAA +-----+A,Ahg dA AA 2i$, 


t. zn. twierdzenie nasze jest prawdziwe, gdy n= m +1. 

Jeżeli więc twierdzenie nasze jest prawdziwe, gdy n = m, to 
jest ono prawdziwe również wtedy, gdy n=m--1. A po- 
nieważ jest ono prawdziwe, gdy n równa się 2 albo 3, przeto 
jest ono prawdziwe również wtedy, gdy n==4,5,6,7,...., t zn. 
twierdzenie nasze jest prawdziwe zawsze. 

2. Przez rzut prostokątny punktu na prostą 
rozumiemy spodek prostopadłej, spuszczonej z tego punktu 
na wymienioną prostą. 
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Przez rzut prostokątny jakiegoś odcinka MN 
na pewną prostą, leżącą z odcinkiem MN w jednej płasz- 
czyźnie lub też nie leżącą, rozumiemy odcinek tej prostej, 
któreśo punktami krańcowymi są rzuty prostokątne punktów 
M i N na rozpatrywaną prostą. Przyczem jeżeli jeden ze zwro- 
tów odcinka MN wyróżniamy, to wyróżniamy również jeden 
ze zwrotów jego rzutu. Jeżeli mianowicie rzuty punktów 
M i N oznaczymy odpowiednio przez M‘ i N' to w takim 
razie przez rzut odcinka M N będziemy rozumieli odcinek 
M N przez rzut zaś odcinka NM odcinek NM, 

Prostą, na którą rzutujemy, nazywamy osią rzutu. 

Przyjąwszy jeden zwrot osi rzutu za dodatni, drugi zaś 
za ujemny, i ustaliwszy pewną jednostkę długości, rzutowi 
prostokątnemu każdego odcinka, posiadającego jeden zwrot, 
podporządkujmy liczbę, której wartość bezwzględna wyraża 
długość rzutu, która zaś jest dodatnia, lub ujemna w za- 
leżności od tego, czy rozpatrywany rzut posiada zwrot dodatni, 
czy też ujemny. Liczbę tę nazwijmy wielkością rzutu 
prostokątnego. 

Ten zwrot osi rzutu, który przyjmujemy za dodatni, na- 
zywamy też wprost zwrotem osi rzutu. 

Powiedzenie, że wykonywamy rzut prostokątny na prostą 
daną, przyczem jako zwrot dodatni tej prostej przyjmujemy 
zwrot, przy którym pewien jej punkt B następuje po pewnym 
jej punkcie A, uważamy za równoznaczne z powiedzeniem, 
że wykonywamy rzut prostokątny na prostą A B. 

Dowiedziemy teraz twierdzenia następującego: Jeżeli 
P, Pa Py..., Pp, Pr sąn punktami, leżącymi 
w jednej płaszczyźnie lub też nie leżącymi, 
to suma wielkości rzutów prostokątnych od- 
cinków P,P,, Pa Pz, P;P,..., Paoa Pph na jakąkolwiek 
oś rzutu równa się wielkości rzutu prostokąt- 
nego odcinka P,P, na tę oś rzutu. 

Jeżeli mianowicie punkty P4, Pax, Py,..., Pp, Pn’ 
są rzutami prostokątnymi punktów Pı, Pa, Py,..., Ppor Pn 
na jakąś oś rzutu, to w takim razie rzutami prostokątnymi 
odcinków P,P,, Pa Pa, P;P,..., Ph, Ph na tę oś rzutu są 
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odcinki P, Po, P$ Px, Pë P/,..., Ppi Pa^ Jeżeli teraz 
wielkości tych rzutów oznaczymy tymi samymi symbolami, 
jakimi oznaczyliśmy same rzuty, to na mocy dowiedzionego 
wyżej twierdzenia, dotyczącego n punktów, leżących na 
jednej prostej (str. 30), będziemy mogli powiedzieć, że 


PP. + PP; +-BYP, +... Pn" Pht P' Pi =, 
skąd wynika 

BOB; + PY BY PP: +...+ PP, =— PZP, 
czyli f 

POPR + Pr PEPPI Pi +... Pay Pp = BPa, 


czego właśnie chcieliśmy dowieść. 

3. Niechaj bedą dane 
2 proste równoległe si s* 
oraz jakiś odcinek a, po- 
siadający jeden zwrot 
(rys. 8). Odcinek a może 
przytem leżeć z pro- 
stemi s i s' w jednej 
płaszczyźnie, lub też nie. 

Przesuńmy zarówno 
przez punkt początko- 
wy P odcinka a jak też przez jego punkt lostowe K płasz- 
czyznę, prostopadłą do prostych s i s'. Oznaczywszy punkty 
przecięcia się pierwszej płaszczyzny z prostemi s i s' odpo- 
wiednio przez P“ i P", oraz punkty przecięcia się drugiej płasz- 
czyzny z prostemi s i s' odpowiednio przez K' i K", możemy po- 
wiedzieć, że rzutami odcinka a na proste s i s' są odpowiednio 
docinki P'K'iP"K*, Te 2 odcinki posiadają zarówno jedna- 
kowe długości, jak też jednakowe zwroty. Gdybyśmy więc 
jako zwroty dodatnie prostych s i s‘, a zatem również jako 
zwroty ujemne tych dwu prostych, przyjęli 2 ich zwroty 
jednakowe, to w takim razie wielkości rzutów odcinka a na 
każdą z prostych s i s' byłyby sobie równe. (Gdyby odcinek 
a oraz proste s i s' leżały w jednej płaszczyźnie, to nie po- 
trzebowalibyśmy wtedy przesuwać przez punkty krańcowe 
odcinka a dwu płaszczyzn, prostopadłych do prostych s i s'; 
F. Włodarski, Geom. asal pl, cz. L ; 3 


Rys. 8 
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wystarczyłoby mianowicie wtedy spuszczenie z punktów krań- 
cowych odcinka a na proste s i s' dwu prostych prosto- 
padłych. Myśmy przesuwali płaszczyzny dlatego, aby rozumo- 
wanie nasze mogło być zastosowane zawsze, t. zn. nietylko 
wtedy, gdy odcinek a oraz proste s i s‘ leżą w jednej płasz- 
czyźnie, lecz również wtedy, gdy one w jednej płaszczyźnie 
nie leżą). 

Opierając się na tym wniosku, obliczymy wielkość rzutu 
jakiegoś odcinka a, posiadającego jeden zwrot, na jakąś oś 
rzutu s, 

Jeżeli punkt początkowy P odcinka a leży na osi nzutu s, 
to bierzemy wtedy pod uwaśę 2 promienie, dla których 
punkt P jest początkiem, mianowicie promień pı, który jest 
zawarty w prostej s i którego zwrotem jest zwrot dodatni tej 
prostej, oraz promień p», który leży z odcinkiem a w jednej 
prostej i posiada taki sam zwrot, jak ten odcinek. Jeżeli 
natomiast punkt początkowy P odcinka a na osi rzutu s nie 
leży, to prowadzimy wtedy przez punkt P prostą s', równo- 
ległą do prostej s, i bierzemy następnie pod uwagę 2 pro- 
mienie, dla których punkt P jest początkiem, mianowicie 
promień pı, który jest zawarty w prostej s‘ i którego zwro- 
tem jest zwrot dodatni prostej s, oraz promień p., który leży 
z odcinkiem a w jednej prostej i posiada taki sam zwrot, 
jak ten odcinek. Jeden z pośród kątów o ramionach p, i p», 
np. kąt, który nie jest większy od kąta półpełnego, t. zn. od 
kąta x, oznaczmy symbolem «a. 

Łatwo możemy spostrzec, że w pierwszym przypadku, 
t. zn. w przypadku, gdy początek P odcinka a leży na pro- 
stej s, iloczyn acosau (gdzie przez a rozumiemy liczbę nie- 
ujemną, wyrażającą długość odcinka a) jest równy wielkości 
rzutu odcinka a na prostą s. A zatem w drugim przypadku, 
t.zn. w przypadku, gdy początek P odcinka a na prostej s nie 
leży, ten iloczyn będzie równy wielkości rzutu odcinka a na 
prostą s', jeżeli jako zwrot dodatni prostej s' przyjmiemy ten 
jej; zwrot, który jest jednakowy ze zwrotem dodatnim pro- 
stej ss Lecz w tym ostatnim przypadku, jak widzieliśmy 
wyżej, wielkości rzutów odcinka a na proste s i s' są sobie 
równe. 


= 


` 
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Jeżeli więc w obydwu rozpatrywanych przypadkach kąt «a 
nazwiemy kątem, jaki zwrot odcinka a tworzy ze zwrotem 
osi rzutu s, to w takim razie będziemy mogli wypowiedzieć 
twierdzenie następujące: 

Wielkość rzutu odcinka na prostą jest równa 
iloczynowi długości odcinka przez dostawę 
kąta, jaki zwrot odcinka tworzy ze zwrotem 
prostej. 

Chociaż przez kąt, jaki zwrot odcinka a tworzy ze zwro- 
tem prostej s, rozumieliśmy kąt a, t. zn. ten z pośród kątów, 
posiadających ramiona p, i p., który nie jest większy od 
kąta 1, to jednak twierdzenie ostatnie będzie prawdziwe 
również wtedy, gdy przez wymieniony kąt będziemy rozu- 
mieli jakikolwiek kąt o ramionach p, i pẹ. Albowiem każdy 
kąt o ramionach p; i p» posiada wielkość, równą 2ka=a, 
wiemy zaś z Trygonometrji, że cos (2k1-E u) = cos a, 


3* 
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$ 1. Geometrja analityczna. — Jeżeli przyjrzymy się bliżej 
Algebrze i Geometrji elementarnej, jeżeli zwrócimy uwagę na 
metody, jakiemi się te dwie nauki posługują, jeżeli porównamy 
z sobą rozumowania algebraiczne i rozumowania geometryczne, 
to spostrzeżemy, że w większości przypadków rozumowanie 
algebraiczne mniej wyczerpuje umysł ludzki, aniżeli rozumo- 
wanie geometryczne. 

Przyczyną wymienionego zjawiska jest ta okoliczność, że 
rozumowanie algebraiczne jest do pewnego stopnia, że się 
tak wyrażę, zmechanizowane. W Algebrze mianowicie 
mamy pewne działania, które wykonywamy wedłuś pewnych 
stałych reguł, czynimy to wprost mechanicznie, i dopiero 
otrzymane wyniki odczytujemy i zastanawiamy się nad ich 
znaczeniem.  Jednem słowem rozumowanie algebraiczne 
składa się z kilku etapów: przejście od jednego etapu do 
drugiego odbywa się prawie zupełnie mechanicznie, dzięki 
właśnie istnieniu algorytmu, t. j. rachunku. W Geometriji 
zaś brak algorytmu wytwarza konieczność ciągłego napięcia 
umysłu podczas całego przebiegu rozumowania. 

Samo przez się narzuca się więc pytanie, czy nie dałoby 
się ująć Geometrji w sposób, podobny do tego, w jaki zo- 
stała ujęta Algebra, innemi słowy, czy nie dałoby się za 
pomocą algorytmu, t. j. postępowania rachunkowego, zme- 
chanizować również rozumowania geometryczne. 

Istnieją 2 sposoby dojścia do tego celu. Pierwszy sposób 
polega na stworzeniu specjalnego rachunku geometrycznego, 
rachunku, w którym wykonywalibyśmy pewne działania według 
pewnych stałych reguł, lecz nie na liczbach, jak w Algebrze, 
a na utworach geometrycznych. Drugi sposób polega na za- 
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stosowaniu do Geometrji istniejącego już i znanego nam ra- 
chunku algebraicznego. Który z tych dwu sposobów jest 
lepszy, trudno orzec. Zarówno jeden, jak i drugi posiada 
swoje zalety i wady. 

Stwarzając specjalny rachunek geometryczny, tem samem 
stworzylibyśmy nową naukę pomocniczą, i człowiek, chcący 
studjować Geometrję, musiałby najpierw z tą nauką, t. j. z tym 
rachunkiem, się zapoznać, stosując zaś do Geometrji ogólnie 
znany rachunek algebraiczny, zaoszczędzilibyśmy mu tej pracy 
przygotowawczej. Pod tym więc względem drugi sposób, 
t. j. sposób, polegający na niestwarzaniu specjalnego rachunku 
geometrycznego, lecz na zastosowaniu do Geometrji rachunku 
algebraicznego, wydaje się odpowiedniejszym. 

Z drugiej strony jednak, gdybyśmy stwarzali specjalny 
rachunek geometryczny, czynilibyśmy to w myśli, że prze- 
znaczeniem tego rachunku jest służenie Geometrji, skutkiem 
czego mógłby się on okazać bardziej dostosowanym do Ge- 
ometrji, aniżeli rachunek algebraiczny, który powstał przecież 
zupełnie niezależnie od niej. Ten rachunek mógłby więc 
bardziej odpowiadać duchowi Geometrji, dzięki czemu takie 
zagadnienia geometryczne, które z punktu widzenia Geometrji 
wydają się bardzo prostemi, rozwiązywałyby się w tym ra- 
chunku również za pomocą rozważań prostych, gdy tymcza- 
sem te same zagadnienia, rozwiązywane za pomocą rachun- 
ku algebraicznego, mogłyby wymagać rozważań bardziej skom- 
plikowanych. Zresztą wogóle wszelkie rozważania geome- 
tryczne w tym rachunku mogłyby się okazać prostszemi, 
aniżeli rozważania geometryczne w rachunku algebraicznym. 
Jeżeli jeszcze uwzględnimy, że stosowane metody mają rów- 
nież wpływ na zakres naszych badań, t. żn. każda metoda, sto- 
sowana w Geometrji, może służyć do wykrycia tylko pewnej 
kategorji własności geometrycznych, to będziemy mogli mieć 
zupełnie uzasadnioną obawę, że rachunek alsebraiczny, jako 
taki, który powstał zupełnie niezależnie od Geometrji, może nie- 
korzystnie ograniczyć zakres naszych badań geometrycznych. 
Z tego więc punktu widzenia wydaje się właściwszym sposób 
pierwszy dojścia do wymienionego celu, t. j. sposób, polegający 
na stworzeniu specjalnego rachunku geometrycznego. 


= Sak 


Niejednokrotnie czyniono już próby stworzenia specjal- 
nego rachunku geometrycznego i nawet zrobiono w tym kie- 
runku dość znaczne postępy. Dotychczas jednak nie osią- 
Śnięto jeszcze celu ostatecznego, t.j. nie wynaleziono takiego 
rachunku geometrycznego, który sam w sobie byłby prosty 
i jednocześnie w zupełności odpowiadał swemu przeznaczeniu. 
Dlatego też ten sposób dojścia do zamierzonego celu znaj- 
duje się jeszcze w fazie prób, i jakkolwiek można mieć na- 
dzieję dojścia po tej drodze do wyników bardzo pomyślnych, 
to jednak może to nastąpić dopiero w przyszłości. . 

Inaczej rzecz się przedstawia z drugim sposobem dojścia 
do wymienionego celu: próba ujęcia Geometrji w rachunku 
algebraicznym była uczyniona w wieku XVII przez Descar- 
tes'a, i to z bardzo pomyślnym wynikiem. 

Geometrja Descartes'a dzięki pracom późniejszych mate- 
matyków dosięgła wysokiego stopnia rozwoju i obecnie znana 
jest pod nazwą Geometrji analitycznej. 

Geometrja analityczna jest więc to nauka, której celem 
jest, tak samo zresztą, jak każdej innej nauki geometrycznej, 
badanie własności geometrycznych, t. j. przestrzennych, która 
odznacza się jednak tą właściwością, że w jej rozważaniach 
panuje wszechwładnie rachunek algebraiczny. 

Ponieważ zaś własności geometryczne są to własności 
utworów geometrycznych, chcąc więc badać te własności za 
pomocą rachunku algebraiczneśo, musimy w rozważaniach 
naszych utwory geometryczne zastąpić utworami algebraicz- 
nymi, do których właśnie rachunek algebraiczny się stosuje. 
W Geometrji analitycznej zastępujemy więc 
utwory geometryczne utworami algebraicz- 
nymi, natych utworach algebraicznych wyko- 
nywamy działania według reguł rachunku alge- 
braicznego i otrzymane wyniki tłomaczymy 
znów na język geometryczny. 

Pierwszem naszem zadaniem w OGreometrji analitycznej 
jest więc wynalezienie sposobu zastępowania utworów geo- 
metrycznych utworami algebraicznymi. Ten sposób musi być 
przytem taki, aby nietylko utworom geometrycznym odpo- 
wiadały utwory algebraiczne, którebyśmy mogli, zamiast tych 
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utworów geometrycznych, wprowadzić do naszych rozważań, 
lecz aby- również, odwrotnie, utworom algebraicznym odpo- 
wiadały utwory geometryczne, gdyż tylko w tym przypadku 
wynik rachunku algebraicznego, wykonanego na utworach 
algebraicznych, który sam przecież jest utworem algebraicz- 
nym, będzie posiadał znaczenie geometryczne. Jednem słowem 
pierwszem naszem zadaniem w Geometrji analitycznej jest 
ustalenie odpowiedniości pomiędzy utworami geometrycznymi 
i utworami algebraicznymi, w której utworowi seometrycznemu 
odpowiadałby utwór algebraiczny i, odwrotnie, utworowi 
al$ebraicznemu — utwór geometryczny. Ustalenie takiej od- 
powiedniości będziemy nazywali w Geometrji analitycznej 
ustaleniem układu spółrzędnych. 

Ponieważ zaś utwory geometryczne składają się z punktów, 
prostych i płaszczyzn, jest więc rzeczą zupełnie naturalną, 
że przedewszystkiem wzrok nasz padnie na te utwory ele- 
mentarne i zechcemy ustalić odpowiedniość pomiędzy nimi 
i pomiędzy utworami alśebraicznymi. Tak samo jest rzeczą 
zupełnie naturalną, że jako utwory algebraiczne, odpowiada- 
jące elementarnym utworom geometrycznym, zechcemy wy- 
brać również utwory elementarne. A ponieważ najelemen- 
tarniejszym utworem algebraicznym jest liczba, pierwszą 
więc naszą myślą będzie usta- 
lenie odpowiedniości pomiędzy 
elementarnymi utworami geo- 
metrycznymi i liczbami, względ- 
nie grupami liczb. 


§ 2. Układ płaski spółrzęd- 
nych Descartes'a. — Niechaj 
będzie dana jakakotwiek płasz- 
czyzna właściwa, Weźmy na 
tej płaszczyźnie 2 proste wła- 
ściwe różne nierównoległe Ox i Oy (rys. 9). Na każdej z tych 
dwu prostych przyjmijmy jeden zwrot za dodatni, drugi zaś za 
ujemny. Weźmy poza tem jakikolwiek odcinek o, który przyj- 
mijmy za jednostkę długości. Jeżeli teraz jest dany na rozpa- 
trywanej płaszczyźnie właściwej jakikolwiek punkt właściwy P, 


Rys 9. 
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to poprowadźmy przez ten punkt 2 proste odpowiednio równo- 
ległe do prostych Oy i Ox. Punkty przecięcia się tych prostych 
z prostemi O x i O y oznaczmy odpowiednio przez P,i P». Każ- 
demu z odcinków OP,i OP. podporządkujmy liczbę, której 
wartość bezwzględna wyraża długość rozpatrywanego od- 
cinka, która zaś jest dodatnia lub ujemna w zależności od 
tego, czy rozpatrywany odcinek posiada zwrot dodatni, czy 
też ujemny. Liczbę, podporządkowaną w ten sposób odcin- 
kowi O P, prostej Ox, oznaczmy przez x, liczbę zaś, podpo- 
rządkowaną w ten sposób odcinkowi OP. prostej Oy, oznaczmy 
przez y. Liczby xiy są określone, o ile są określone odcinki 
OP, i OP.. Ponieważ zaś punkt P w zupełności te odcinki 
określa, przeto możemy powiedzieć, że punkt P w zupeł- 
ności określa liczby x i y. Dlatego też te liczby możemy 
uważać za podporządkowane punktowi P. 

Powyższa konstrukcja daje nam więc możność podporząd- 
kowania każdemu punktowi właściwemu rozpatrywanej płasz- 
czyzny właściwej pary liczb rzeczywistych skończonych x, y. 

I przytem każda para liczb rzeczywistych skończonych 
x, y może być uważana za podporządkowaną jakiemuś pun- 
ktowi właściwemu rozpatrywanej płaszczyzny właściwej. Je- 
żeli bowiem jest dana jakaś para liczb rzeczywistych skoń- 
czonych x, y, to, odmierzywszy na prostej O x, począwszy od 
punktu O, odcinek O P, którego długość wyraża się war- 
tością bezwzględną liczby x i który posiada zwrot dodatni 
lub też ujemny w zależności od tego, czy ta liczba jest do- 
datnia, czy też ujemna, i, analogicznie, odmierzywszy na 
prostej Oy, począwszy od punktu O, odcinek O P., którego 
długość wyraża się wartością bezwzślędną liczby y i który 
posiada zwrot dodatni lub też ujemny w zależności od tego, 
czy ta liczba jest dodatnią, czy też ujemną, możemy popro- 
wadzić przez punkty końcowe P, i P. tych odcinków proste, 
odpowiednio równoległe do prostych Oy i Ox: punkt prze- 
cięcia się P tych dwu prostych będzie punktem, któremu 
jest podporządkowana dana para liczb rzeczywistych skoń- 
czonych x, y. 

Ustaliliśmy więc tu pomiędzy punktami właściwymi roz- 
patrywanej płaszczyzny właściwej oraz parami liczb rzeczy- 
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wistych skończonych odpowiedniość jednojedno- 
znaczną, t.zn. taką, w której każdemu punktowi właści- 
wemu odpowiada jedna i tylko jedna para liczb rzeczywistych 
skończonych, oraz, odwrotnie, każdej parze liczb rzeczywistych 
skończonych odpowiada jeden i tylko jeden punkt właściwy. 

Liczby rzeczywiste skończone x i y, jakie w tej odpo- 
wiedniości jednojednoznacznej odpowiadają jakiemuś punk- 
towi właściwemu P rozpatrywanej płaszczyzny właściwej, nazy- 
wamy spółrzędnemi punktu Pw układzie płaskim 
spółrzędnych Descartes'a, przyczem liczbę x nazy- 
wamy odciętą punktu P, liczbę zaś y nazywamy rzędną 
punktu P. Proste Ox i Oy nazywamy osiami układu 
płaskiego spółrzędnych Descartes'a, przyczem prostą Ox na- 
zywamy osią odciętych, lub też osią x-ów, prostą zaś 
Oy nazywamy osią rzędnych, lub też osią y-ów. Punkt 
O nazywamy początkiem układu płaskiego spółrzędnych 
Descartes'a. | 

Zamiast mówić: „punkt o spółrzędnych x i y“, można 
powiedzieć wprost „punkt (x, p)“. 

Obiedwie spółrzędne początku układu spółrzędnych są 
równe 0. Odcięta każdego punktu osi rzędnych jest równa 0. 
Rzędna każdego punktu osi odciętych jest równa 0. Punkty, 
leżące z jednej strony osi rzędnych, posiadają odcięte do- 
datnie, punkty zaś, leżące z drugiej strony osi rzędnych po- 
siadają odcięte ujemne. Punkty, leżące z jednej strony osi 
odciętych, posiadają rzędne dodatnie, punkty zaś, leżące 
z drugiej strony osi odciętych, posiadają rzędne ujemne. 
Np. w przypadku, jaki jest przedstawiony na rysunku 9, 
punkty, leżące z prawej strony osi rzędnych, posiadają od- 
cięte dodatnie, punkty zaś, leżące z lewej strony osi rzęd- 
nych, posiadają odcięte ujemne; punkty, leżące nad osią 
odciętych, posiadają rzędne dodatnie, punkty zaś, leżące pod 
osią odciętych, posiadają rzędne ujemne. 

W peku promieni, którego wierzchołkiem jest początek 
O układu spółrzędnych, będziemy rozróżniali żwrot dodatni 
i zwrot ujemny. Prżez zwrot dodatni wymienionego pęku 
będziemy rozumieli ten zwrot, przy którym promień px, po- 
siadający zwrot dodatni osi x-ów, promień p p: posiadający 
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zwrot dodatni osi y-ów, oraz promień p,', posiadający zwrot 
ujemny osi x-ów, następują po sobie w kolei p, p, Px“ 


Zwrot jakiegokolwiek innego pęku promieni, leżąceśo 
w rozpatrywanej płaszczyźnie, nazywamy dodatnim lub 
ujemnym w zależności od tego, czy jest on jednakowy ze 
zwrotem dodatnim pęku promieni o wierzchołku O, czy też 
ze zwrotem ujemnym. 


Przez kąty, jakie tworzą z sobą zwroty do- 
datnie osi spółrzędnych, będziemy rozumieli kąty 
o wierzchołku O, których ramionami są promienie, posiada- 
jące zwroty dodatnie osi spółrzędnych. Ten z pośród wy- 
mienionych kątów, który jest mniejszy od kąta półpełneśo, 
będziemy oznaczali przez ©» (rys. 9). 


Jeżeli osi układu spółrzędnych są do siebie prostopadłe, 
A gd . . , JT a 
czyli, innemi słowy, jeżeli © =,„, to układ spółrzędnych nazy- 
wamy prostokątnym. 


Punktów niewłaściwych przez spółrzędne IDescartes a nie 
przedstawiamy. Gdybyśmy bowiem definicję spółrzędnych 
Descartes'a rozszerzyli również na punkty niewłaściwe, to 
wtedy wprawdzie każdy punkt posiadałby spółrzędne Descar- 
tes'a, jednak punkty niewłaściwe, nie leżące na osiach spół- 
rzędnych, nie byłyby przez swe spółrzędne Descartes'a jedno- 
znacznie określone, albowiem za spółrzędne każdego z nich 
musielibyśmy uważać tę samą parę liczb +œ, E ©, Z pośród 
wszystkich punktów niewłaściwych jedynie tylko punkty nie- 
właściwe, należące do osi spółrzędnych, moglibyśmy określić 
jednoznacznie za pomocą spółrzędnych Descartes'a, a miano- 
wicie punkt niewłaściwy osi x-ów za pomocą spółrzędnych, 
z których odcięta byłaby równa == œ, rzędna zaś posiadałaby 
wartość dowolną, różną od +œ, oraz punkt niewłaściwy osi 
y-ów za pomocą spółrzędnych, z których odcięta posiadałaby 
wartość dowolną, różną od + œ, rzędna zaś byłaby równa = *. 


$ 3. Równanie, przedstawiające ogół punktów właściwych 
prostej właściwej w układzie płaskim spółrzędnych Descartes'a. 
— Niechaj będzie dana płaszczyzna właściwa i w tej pła- 
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szczyźnie układ spółrzędnych Descartes'a (rys. 10). Poza tem 
niechaj będzie dana w tej płaszczyźnie jakakolwiek prosta 
właściwa d. 

Przez początek O układu spółrzędnych poprowadźmy 
prostą, prostopadłą do prostej d. Punkt przecięcia się tej 
prostej z prostą d oznaczmy przez S. Liczbę nieujemną, 
wyrażającą długość odcinka OS, oznaczmy przez p. 

Jeden z kątów o wierzchoł- 
ku O, których ramionami są: 
promień, posiadający zwrot 
dodatni osi x-ów, oraz pro- 
mień, posiadający zwrot od- 
cinka OS, oznaczmy przez 4. 
Jeden zaś z kątów o wierzchoł- 
ku O, których ramionami są: 
promień, posiadający zwrot do- 
datni osi y-ów, oraz promień, Rys. 10. 
posiadający zwrot odcinka O S, 
oznaczmy przez W. Przyczem jeżeli punkt S nakrywa punkt O, 
t. zn. jeżeli prosta d przechodzi przez początek O układu 
spółrzędnych, to przez zwrot odcinka OS, posiadającego 
w tym przypadku długość równą zeru, rozumiemy tu który- 
kolwiek zwrot prostej, przechodzącej przez punkt O i prosto- 
padłej do prostej d. 

Weźmy teraz na rozpatrywanej prostej dowolny zupełnie 
punkt właściwy P, którego spółrzędne oznaczmy przez xiy. 
Przez punkt P poprowadźmy prostą, równoległą do osi y-ów. 
Punkt przecięcia się tej prostej z osią x-ów oznaczmy 
przez P.. 

Obliczmy wielkości rzutów prostokątnych odcinków 
OP, P,P i PS na prostą OS. Przyczem jeżeli punkt S 
nakrywa punkt O, t. zn. jeżeli prosta d przechodzi przez po- 
czątek układu spółrzędnych, to przez prostą O $ rozumiemy 
tu prostą, przechodzącą przez punkt O i prostopadłą do 
prostej d, oraz ten jej zwrot, który przyjęliśmy w tym przy- 
padku za zwrot odcinka OS przy określaniu kątów gi v. 

Jeżeli punkt P posiada odciętą x nieujemną, to wtedy 
wielkość rzutu prostokątnego odcinka OP, na prostą OS 


d 
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równa się (str. 35) OP,.cosq, gdzie OP, oznacza liczbę nie- 
ujemną, wyrażającą długość odcinka OP,. A ponieważ w roz- 
patrywanym przypadku O P, = x, przeto możemy powiedzieć, 
że w rozpatrywanym przypadku wielkość rzutu prostokątnego 
odcinka OP, na prostą OS równa się x cos 9. 

Jeżeli zaś punkt P posiada odciętą x niedodatniaą, to 
wtedy wielkość rzutu prostokątnego odcinka OP, na prostą 
OS równa się OP,.cos(r—q) albo O P.. cos(ę— 1) w za- 
leżności od tego, czy kąt 9 nie jest większy od m, czy też nie 
jest mniejszy od x. Lecz ponieważ cos (1 — ¢) = cos(Y — 1) = 
= — cos ©, przyczem w rozpatrywanym przypadku O P, = —x, 
przeto możemy powiedzieć, że również w rozpatrywanym 
obecnie przypadku wielkość rzutu prostokątnego odcinka 
OP; na prostą OS równa się x cos Q. 

Jeżeli punkt P posiada rzędną y nieujemną, to wielkość 
rzutu prostokątnego odcinka P,P na prostą OS równa się 
P,P. cos w, gdzie P,P oznacza liczbę nieujemną, wyrażającą 
długość odcinka P,P. A ponieważ w rozpatrywanym przy- 
padku P,P =y, przeto możemy powiedzieć, że w rozpatry- 
wanym przypadku wielkość rzutu prostokątnego odcinka P,P 
na prostą OS równa się y cosy. 

Jeżeli zaś punkt P posiada rzędną y niedodatnią, to 
wtedy wielkość rzutu prostokątnego odcinka P,P na prostą 
OS równa się P,P.cos(1—v) albo P,P.cos(j —a) w zależ- 
ności od tego, czy kąt w nie jest większy od m, czy też nie 
jest mniejszy od r. Lecz ponieważ cos(% — Y) = cos (y — 1) = 
= — cost, przyczem w rozpatrywanym przypadku P,P = —y, 
przeto możemy powiedzieć, że również w rozpatrywanym 
obecnie przypadku wielkość rzutu prostokątnego odcinka P,P 
na prostą OS równa się y cos. 

Wielkość rzutu prostokątnego odcinka PS na prostą OS 
jest równa 0, ponieważ odcinek PS albo jest równy 0 (gdy 
punkt P nakrywa punkt S), albo też jest do prostej OS pro- 
stopadły. 

Otrzymaliśmy więc, że wielkości rzutów prostokątnych 
odcinków OP, P,P, PS na prostą OS są odpowiednio ró- 
wne xcosẸ, ycosy, 0. Ponieważ znów suma wielkości rzu- 
tów prostokątnych odcinków OP,, P,P, PS na prostą OS 
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równa się (str. 32) wielkości rzutu prostokątnego odcinka OS 
na prostą OS, ta zaś ostatnia wielkość jest równa p, mamy 
przeto x cos + y cos 4 =p, czyli 


(1) x cos ¥ + y cos Y¥Y— p =Q. 


Ta równość bedzie spełniona zawsze, bez wzgledu na to, 
jaki punkt właściwy prostej właściwej d weźmiemy jako punkt P. 

Uważajmy teraz w równości (1) xiy za niewiadome. 
Wtedy ta równość będzie równaniem stopnia 1-ego z dwiema 
niewiadomemi x i y. Z podanych wyżej rozważań wynika, 
że spółrzędne każdego punktu właściwego prostej d spełniają to 
równanie. Dowiedziemy teraz, że również, odwrotnie, każde 
2 liczby rzeczywiste skończone, spełniające równanie (1), są 
spółrzędnemi pewnego punktu właściwego, należącego do 
prostej d. 

Przyjmijmy bowiem, że 2 liczby rzeczywiste skończone 
x‘ i y' spełniają równanie (1), t. zn. że jest spełniona równość: 
(2) x' cos f + y' cosy —p=0. 

Punkt właściwy, którego spółrzędnemi są liczby x“ i y‘, 
oznaczmy przez P". 

Liczba cos¢ jest równa 0 tylko w tym przypadku, gdy 
prosta OS jest prostopadła do osi x-ów, czyli, gdy prosta d 
jest równoległa do osi x-ów (lub też nakrywa tę oś; tej 
ostatniej możliwości możemy jednak nie wymieniać, albo- 
wiem nakrywanie się dwu prostych możemy uważać za przy- 
padek szczególny ich równoległości). Analogicznie, liczba 
cos Y jest równa 0 tylko w tym przypadku, gdy prosta OS 
jest prostopadła do osi'y-ów, czyli, gdy prosta d jest równo- 
legła do osi y-ów. Stąd więc wynika. że nie jest możliwem, 
aby obiedwie liczby cos i cosy były jednocześnie równe 0. 
Przynajmniej jedna z tych dwu liczb jest od 0 różna. 

Przypuśćmy najpierw, że cosQ © 0, t. zn. że prosta d nie 
jest równoległa do osi x-ów. Poprowadźmy przez punkt 
(0,y') prostą, równoległą do osi x-ów. Ta prosta nie będzie 
równoległa do prostej d, przetnie ona zatem prostą d w pew- 
nym punkcie właściwym P", którego rzędną będzie y‘, którego 
odciętą zaś oznaczmy przez x". Ponieważ punkt P“ należy 
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do prostej d, przeto jego spółrzędne spełniają równanie (1), 
t. zn. mamy 
(3) x“ cos + y‘ cos Y — p = 0. 


Odejmijmy od równości (2) równość (3). Otrzymamy 
wtedy: 
(x — x”) cos p==0. 


A ponieważ, według założenia, cos + 0, przeto x —x' =0, 
czyli x =x", t. zn. punkt P' nakrywa punkt P", a zatem 
punkt P należy do prostej d, czego właśnie chcieliśmy dowieść. 
Przypuśćmy teraz, że cosy + 0, t. zn. że prosta d nie jest 
równoległa do osi y-ów. Poprowadźmy w tym przypadku 
przez punkt (x',0) prostą, równoległą do osi y-ów. Ta prosta 
nie będzie równoległa do prostej d, przetnie ona zatem prostą d 
w pewnym punkcie właściwym P**, którego odciętą będzie x', 
którego rzędną zaś oznaczmy przez y“. Ponieważ punkt P“ 
należy do prostej d, prżeto jego spółrzędne spełniają równanie 
(1), t. zn. mamy 
(4) x‘ cos p+-y'' cosy — p=0. 


Odejmijmy od równości (2) równość (4). Otrzymamy wtedy: 


(y — y") cosy =0. 


A ponieważ, według założenia, cos +Æ 0, przeto y‘ — y“ = 0, 
czyli y' =y", t. zn. punkt nakrywa punkt P", a zatem 
punkt P' należy do prostej d, czego właśnie chcieliśmy dowieść. 

Otrzymaliśmy wiec, że spółrzędne każdego punktu wła- 
ściwego prostej d spełniają równanie (1), oraz, odwrotnie, 
każde 2 liczby rzeczywiste skończone, spełniające to równanie, 
są spółrzędnemi pewnego punktu właściwego, należącego do 
prostej d. 

A zatem ogół par liczb rzeczywistych skończonych, speł- 
niających równanie (1), w geometrycznej interpretacji jest to 
ogół punktów właściwych prostej d. Wyrażamy to, mówiąc, 
iż równanie (1) przedstawia ogół punktów wła- 
ściwych prostej d. 

Liczby cos 9, cos}, p są rzeczywiste, przyczem przynaj- 
mniej jedna z liczb cos i costw jest różna od 0. Ozna- 
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czywszy więc liczby cos 9, cosy, — p odpowiednio przez 
A, B, C, możemy wypowiedzieć twierdzenie następujące: 

W układzie płaskim spółrzędnych Descar- 
tesa ogół punktów właściwych prostej właści- 
wej możemy przedstawić przez równanie 
Ax--By--C=Q(, którego spółczynniki A, B, C są 
liczbami rzeczywistemi, przyczem przynaj- 
mniej jeden ze spółczynników AiB jest różny 
od 0. 

Zamiast mówić, iż równanie Ax--By--C=0 przed- 
stawia ogół punktów właściwych pewnej prostej właściwej, 
często mówimy wprost, iż ono przedstawia tę prostą, 
i przytem samo równanie nazywamy równaniem wymie- 
nionej prostej w układzie płaskim spółrzęd- 
nych Descartes'a. 

Tak samo, zamiast mówić: „prosta, którą przedstawia 
równanie Ax--By--C=Q,* często mówimy wprost: „pro- 
sta Ax+By+ C=0". 


§ 4. Spółrzędne punktów właściwych prostej właściwej 
w układzie płaskim spółrzędnych Descartes'a. — Niechaj 
będzie dana płaszczyzna właściwa i w tej płaszczyźnie układ 
spółrzędnych Descartes'a. Poza tem niechaj będą dane 
w tej płaszczyźnie 2 punkty właściwe różne P, oraz P», 
których spółrzędne oznaczmy odpowiednio przez x; i y; 
oraz Xo i ya 

Ponieważ punkty P, i P, są właściwe, przeto łącząca je 
prosta P, P» też jest właściwa, ogół jej punktów właściwych 
możemy zatem przedstawić przez równanie ($ 3): 


(1) x cos Y +y cos W—p=0. 


Spółrzędne punktów P, i P, muszą temu równaniu czynić 
zadość, t. zn. mamy: 


(2) x, COS -+y cosy — p =0, 
(3) Xə COS P + yecos Y — p= 0. 


Punkty P, i P, są, według założenia, różne, przeto nie 
jest możliwem, aby były spełnione jednocześnie dwie równości: 


e 
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X= x Í yı Sy. Przynajmniej jedna z tych równości nie jest 
spełniona. 

Przypuśćmy najpierw, że nie jest spełniona równość pierw- 
sza, t. zn. przypuśćmy, że x, Æ x», 

Czy jest możliwem, aby wtedy było cos 4 =0? Gdyby 
było cosi =0, to byłoby cos 9 +0 ($ 3), a wtedy z równości (2) 
oraz (3) otrzymalibyśmy, że ah == oraz x» = < % skąd 
wynikałoby, że x,=x., to zaś byłoby w sprzeczności z zało- 
żeniem. W rozpatrywanym więc przypadku cosy F0. Z ró- 
wności (1), (2), (3) możemy zatem rozwiązać odpowiednio y, 
Vu V+. Otrzymamy wtedy: 


„Px cosi 
(4) y ssak 
__p—x;cos4q 
(5) m cosy "' 
p — x-€0s4 
6 = A 
(6) Ja cos 4 


Równanie (4) jest równoznaczne z równaniem (1), t. zn. 
wartości na x i y, spełniające jedno z tych dwu równań, speł- 
niają również drugie równanie. Lecz z równania (4) wynika, 
że, chcąc otrzymać na x i y takie 2 wartości rzeczywiste 
skończone, które spełniałyby to równanie, na x możemy wziąć 
dowolną wartość rzeczywistą skończoną, odpowiednia wartość 
na y będzie wtedy jednoznacznie określona. A zatem od- 
ciętemi punktów właściwych prostej P, P, są wszystkie liczby 
[rzeczywiste skończone, przyczem każdej wartości odciętej od- 

| powiada jedna i tylko jedna wartość rzędnej, t. zn. na rozpa- 
trywanej prostej niema takich dwu punktów właściwych róż- 
nych, które posiadałyby tę samą odcietą. 

Jeżeli 4, i A, są dwiema liczbami rzeczywistemi skończo- 
nemi, spełniającemi warunek 4, --4.-F0, to natet jest 

liczbą rzeczywistą skończoną. Przytem każdą liczbę rzeczy- 
hi Ky T fa Xa 


wistą ‘skończoną można przedstawić w postaci ESA 
ji A 


t 
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gdzie A, i } są dwiema liczbami rzeczywistemi skończonemi, 
spełniającemi warunek 4, --l,-E0. Aby mianowicie przed- 
stawić w ten sposób jakąś liczbę rzeczywistą skończoną a, 
wystarczy wziąć /, =0(x» — a) i ło = 9o (a — xı), gdzie © ozna- 
cza jakąkolwiek liczbę rzeczywistą skończoną, różną od 0: 
wtedy bowiem 2, i ł. będą liczbami rzeczywistemi skoń- 
czonemi, spełniającemi warunek /,--/.,-E0 [gdyż 44,--4,= 
= g (x, — a) + ọ (a — x) =0(x» — xı), różnica zaś x» — x, nie 
może być równa 0, ponieważ, według założenia, x, -Ex-], 
hix haka _ 
wk "7 
Widzimy więc, że jeżeli za /, i 4, będziemy brali wszystkie 
liczby rzeczywiste skończone, spełniające warunek 4,4. E0, 
u X1 p łąka 
h - ką 
czywiste skończone. 


przyczem będzie (co łatwo można sprawdzić) 


4 
to liczba otrzyma wtedy wszystkie wartości rze- 


* Lecz, jak widzieliśmy wyżej, odciętemi punktów właści- 
wych prostej P, P, są wszystkie liczby rzeczywiste skoń- 
u Xi fr 42 X2 : 
EEZ ' gdzie 
łą i Ło są dwiema liczbami rzeczywistemi skończonemi, speł- 
niającemi warunek 4, +-+ 0, jest odciętą jakiegoś punktu 
właściwego prostej P, P., i odwrotnie, odciętą każdego punktu 
właściwego prostej P, Pe możemy przedstawić w tej postaci. 


P ÅA AE 4 
czone, możemy przeto powiedzieć, że liczba 


Zobaczmy teraz, jaka wartość rzednej będzie odpowia- 
lą to -fho Xa 


EiS W tym celu wstawmy 
471 4 


dała wartości odciętej 


łą xi -FH ły Ka 


w równanie (4) zamiast x wyrażenie uz Otrzymamy 
A eż 
wtedy: 
łą my ba xa 
=" j,  <oS4 
x n 
y= jj -8 , 
cos \} 
czyli 


y= (hi + 22) p — (hr x: -+ a x2) cos = 
(24 — 24) cos W 


F. Włodarski, Geom. anal. pł, cz. I 4 


—. Sy = 
czyli 


p = å z A t- h 
y : = costj 


1 |. P= X; COST . p— Ks COS Ẹ 
p = t 
14 7% ha cos Yy 


czyli [równ. (5) i (6)] 


Otrzymamy więc spółrzędne wszystkich punktów właści- 
wych prostej P, P., i przytem tylko tych punktów (t. zn. 
spółrzędnych punktów, nie należących do prostej P, P., nie 
X, 4 ha xa : by! | TZ 
hi F ło ki ho 
za ł, i ù weźmiemy wszystkie liczby rzeczywiste skończone, 
spełniające warunek 4, +1 Æ 0. 

Do tego wniosku doszliśmy w założeniu, że x, E xə. 
Gdyby zaś ten warunek nie był spełniony, to w takim razie 
byłby spełniony warunek y,-Ey.. Rozpatrzmy więc teraz 
przypadek, gdy yı Æ y». j 

Przedewszystkiem możemy powiedzieć, że w tym przy- 
padku cosy-F0. Gdyby bowiem było cosp=0, to byłoby 
cos w +0 ($ 3), a wtedy z równości (2) oraz (3) otrzymali- 


A 3 h Ay 
otrzymamy), jeżeli w wyrażeniach `“ 


byśmy, że =- P azg = —P, ikałobv, że 
yśmy ki oO 2 FR: skąd wynikałoby, ż 


Yı =y» to zaś byłoby w sprzeczności z założeniem. 

Ponieważ więc w rozpatrywanym przypadku cos4ę-E0, 
przeto z równości (1), (2), (3) możemy rozwiązać odpowiednio 
x, Xi, X». Otrzymamy wtedy: 


(7) z=PZOSY, 
; cos 
p iy iom bLA A : 
(8) z cos 4 
(9) gz P—YŁCOSY, 


cos 4 

Równanie (7) jest równoznaczne z równaniem (1). Lecz 
z równania (7) wynika, że, chcąc otrzymać na x iy takie 
2 wartości rzeczywiste skończone, które spełniałyby to rów- 
nanie, na y możemy wziąć dowolną wartość rzeczywistą 
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skończoną, odpowiednia wartość na x bedzie wtedy jedno- 
znacznie określona. À zatem rzędnemi punktów właściwych 
prostej P,P- są wszystkie liczby rzeczywiste skończone, przy- 
czem każdej wartości rzędnej odpowiada jedna tylko wartość 
odciętej, t. zn. na rozpatrywanej prostej niema takich dwu 
punktów właściwych różnych, które posiadałyby tę samą 
rzędną. 
Ponieważ znów w rozpatrywanym przypadku "4 LE are, 
» dw ade- 
gdzie ^, i ^% są dwiema liczbami rzeczywistemi skończonemi, 
spełniającemi warunek 4, |-4,-E0, jest zawsze liczbą rzeczy- 
wistą skończoną, przyczem każdą liczbę rzeczywistą skoń- 
czoną możemy przedstawić w tej postaci, przeto ogół war- 
tości rzędnych punktów właściwych prostej P,P. jest 
równoznaczny w rozpatrywanym przypadku z ogółem 
Ì. r Va 4 
liczb, jakie otrzymamy, kładąc w wyrażeniu u IE Y za h 
+4 sA 
ih, wszystkie liczby rzeczywiste skończone, spełniające wa- 
runek 4; -|- kŁ4 FE 0. 
Aby teraz otrzymać wartość odciętej, odpowiadającą 
A y-t As Ya za g : 
wartości rzednej aki ni należy wstawić w równanie (7) 
uh 
ky an haya, 
Ai ła 
stępnie uwzględnimy równości (8) i (9), te otrzymamy: 


zamiast y wyrażenie Jeżeli to uczynimy i na- 


łą Kq -t kx 
g — 
Ją 4 2a 


A zatem otrzymany przez nas wynik w założeniu, że 
Yı Yə, jest taki sam, jak wynik, który otrzymaliśmy w za- 
łożeniu, że x, Ex.. 

Możemy więc wypowiedzieć teraz twierdzenie następujące: 

Jeżeli P, (x, y) i P (xn y) są dwoma róż- 


, „ z . . . j x la Xo 
nymi punktami właściwymi, to liczby ahoa 
11 52 
- ŻĘ ho yo "O 6 . ; „RA A 
Patan, gdzie 4, i ^% są liczbami rzeczywistemi 
i 2 . 


skończonemi, spełniającemi warunek +4 +0, 
4* 


są spółrzędnemi jakiegoś punktu właściweśo 
prostej P,P., i odwrotnie, spółrzędne każdego 
punktu właściwego prostej P, Pa możemy przed- 
stawić w tej postaci. Jeżeli więc w wyrażeniach 
ką kj ła æl Hyi Hłaya 
tH ha łą ha 
liczby rzeczywiste skończone, spełniające wa- 
runek A, +} E0,tootrzymamy spółrzędne wszyst- 
kich punktów właściwych prostej P,P., i przy- 
tem tylko tych punktów. 


zañ iħ weźmiemy wszystkie 


§ 5. Ogół rozwiązań równania Ax--By-- C=Q, w któ- 
rem przynajmniej jeden ze spółczynników A i B jest różny 
od 0. — Niechaj będzie dane równanie 


(1) Ax | By--C=0, 


którego spółczynniki A,B,C są liczbami niekoniecznie 
rzeczywistemi (lecz, oczywiście, skończonemi). 

Gdyby wszystkie 3 spółczynniki A,B,C trójmianu Ax + 
+By+C były równe 0, to wtedy równość (1) nie byłaby 
równaniem, lecz tożsamością, byłaby bowiem spełniona dla 
wszelkich wartości (skończonych) x i y. Ponieważ zaś rów- 
ność (1) nazwaliśmy wyżej równaniem, przeto tem samem za- 
łożyliśmy, że przynajmniej jeden ze spółczynników 4, B, C jest 
różny od 0. 

Gdyby był różnym od 0 tylko spółczynnik C, natomiast 
spółczynniki A i B byłyby równe 0, to wtedy nie istniałyby 
takie liczby skończone x i y, które równaniu (1) czyni- 
łyby zadość. Ponieważ zaś my ograniczamy się tu do roz- 
patrywania tylko liczb skończonych, przeto w wymienionym 
przypadku uważalibyśmy równanie (1) za nie posiadające 
rozwiązania. 

Załóżmy więc, że przynajmniej jeden ze spółczynników 
A i B równania (1) jest różny od 0. Wtedy to równanie 
będzie posiadało rozwiązania, t. zn. będą istniały pary liczb 
skończonych, spełniające to równanie. 


Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy np. B-E0. 
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W tym przypadku możemy z równania (1) rozwiązać y. 

Otrzymamy: 
Ax-C 
(2) ye S 

Równanie (2) jest równoznaczne z równaniem (1). 

Z równania (2) wynika, że, chcąc otrzymać na x i y 
takie 2 wartości skończone, które spełniałyby to równanie, 
na x możemy wziąć dowolną wartość skończoną, odpo- 
wiednia wartość na y będzie wtedy jednoznacznie określona. 

Weźmy na x dwie zupełnie dowolne wartości skończone 
różne x; i x., niekoniecznie rzeczywiste, i z równania (2) 
obliczmy odpowiadające im wartości na y, które oznaczmy 
przez yı i yə. Każda z par liczb x, i yı oraz x» i yə spełnia 
równanie (2), t. zn. mamy: 


>—_ Ar FG 
(3) n=— "" 
Ax. + c 

(4) yə "= B 


Każdą liczbę skończoną możemy przedstawić w postaci 

L 4-2, 2 . - . a . ." z . . 

c" PA, gdzie 4, i ły są liczbami skończonemi, spełnia- 

BU 73 

jącemi warunek /,--4.-:0. Aby mianowicie przedstawić 
w ten sposób jakąś liczbę skończoną a (niekoniecznie rze- 
czywistą), wystarczy wziąć ł/,=0 (x,—a) i } =g (a—xj), 
gdzie © oznacza jakąkolwiek liczbę skończoną, różną od 0 
(niekoniecznie rzeczywistą). Jeżeli więc za 4, i 4, będziemy 
brali wszystkie liczby skończone, rzeczywiste i nierzeczywiste, 

KŁ, y A li æi T Ao Ao 
spełniające warunek 4, 4-2, Æ 0, to liczba wie” = otrzyma 

o) GG g 
wtedy wszystkie wartości skończone, rzecżywiste i nierze- 
czywiste. 

Lecz, jak powiedzieliśmy wyżej, chcąc otrzymać na xiy 
takie 2 wartości skończone, które spełniałyby równanie (2), 
na x możemy wziąć dowolną wartość skończoną, odpo- 
wiednia wartość na y będzie wtedy jednoznacznie określona. 
łą ky tha Xa 


Możemy więc powiedzieć, że liczba ; Za gdzie ly i ha 
11 iA 3 


— 54 © 


są liczbami skończonemi, spełniającemi warunek 4, +2 + 0, 
zawsze może być uważana za liczbę skończoną x, spełnia- 
jącą równanie (2), i odwrotnie, każdą liczbę skończoną 
x, spełniającą równanie (2), możemy przedstawić w tej postaci. 
Aby otrzymać wartość liczby y, odpowiadającą wartości 
h El xs .. j 
zi mę >! liczby x, wstawmy w równanie (2) zamiast x wyra- 
p ba ai 
dn Xi ha Xy 


żenie LIM Otrzymany wtedy: 
fi Ki FiK 
PEEM re 
Koz="m= B ? 
czyli 
A (hi xi F ha xa) r Ch, 7 2.) 
aa B (Üa + 7a) | 
czyli 
=a , Ax tC . Axt) 
y= EER b B z B | 
czyli (równ. (3) i (4)] 
-n Ayi Fraye 
Ją F ła 


hy zy ła Ka, A Yi ha Va 
Lola wiodste 
skończonemi (niekoniecznie rzeczywistemi), spełniającemi 
warunek à +4- #0, stanowią rozwiązanie równania (1), i od- 
wrotnie, każde 2 liczby skończone, stanowiące rozwiązanie 
równania (1), mogą być przedstawione w tej postaci. 

Do tego wniosku doszliśmy w założeniu, że B-E0. Gdyby 
zaś ten warunek nie był spełniony, to w takim razie byłby 
spełniony warunek A + 0. Przypuśćmy więc, że jest spełniony 
warunek A #0. 

W tym przypadku możemy z równania (1) rozwiązać x; 


_ By |< c 
A 


Liczby więc „gdzie 4, í ô» są liczbami 


(5) zzz 


Następnie możemy wziąć na y dwie wartości skończone 
różne y; i y., niekoniecznie rzeczywiste, i z równania (5) 
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obliczyć odpowiadające im wartości na x, które oznaczmy 
np. przez x; i x» W końcu możemy wartości skończone na 

Ai b- ho po 
y, spełniające równanie (5), przedstawić w postaci ~ zę * um ję y: 
4 p 
gdzie /, i ł, są liczbami skończonemi, spełniającemi warunek 
łąk +0, i z równania (5) obliczyć odpowiadające im war- 
tości na x. Otrzymamy wtedy: 


hi ky he Ka 
łą + ka 


x 


I w ten sposób w przypadku, gdy A-E0, możemy dojść 
do takich samych wyników, do jakich doszliśmy w przypadku, 
gdy B-E0. 


Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie następujące: 


Jeżeli przynajmniej jeden ze spółczynników 
AiBrównania Ax-By--C=0Q0 jest różny od 0, to 
wtedy to równanie posiada nieskończenie wiele 
rozwiązań. Przyczem jeżeli x, iyı oraż x, i y. są 
dwoma różnemi rozwiązaniami skończonemi tego 
równania (t zn. takiemi rozwiązaniami, że przy- 
najmniej jedna z równości Xi EX i yı =y nie jest 
łą K1 Hioxe hyi Feye 

iida 4 W eea 

iż są liczbami skończonemi, spełniającemi 
warunek +2, +0, stanowią rozwiązanie skoń- 
czone rozpatrywanego równania, i odwrotnie, 
każde 2 liczby skończone, stanowiące jego 
rozwiązanie, mogą być przedstawione w tej 


śdzie 


spełniona), to liczby 


c; MX - ką X» 
postaci Jeżeli więc w wyrażeniach asm 
41 52 
Ya H Aa ya 5 e 2 A p 
Eae zal ib weźmiemy wszystkie liczby 
4 7 -- 2 


i 
skończone, rzeczywiste i nierzeczywiste, speł- 
niające warunek /,+ł.-F0, to otrzymamy w ten 
sposób parv liczb skończonych, stanowiące 
ośół rozwiązań skończonych rozpatrywanego 
równania. 
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Przypadkiem szczególnym tego twierdzenia jest twierdze- 
nie następujące: 

Jeżeli spółczynniki A,B,C równania Ax By--C=0 
są liczbami rzeczywistemi, przyczem przynajmniej 
jeden ze spółczynników AiB jest różny od 0, 
to wtedy to równanie posiada nieskończenie 
wiele rozwiązań, pomiędzy któremi znajduje 
się nieskończenie wiele rozwiążań rzeczywistych. 
Przyczem jeżeli x, i y, oraz x. i yo są dwoma róż- 
nemi rozwiązaniami rzeczywistemi skończońemi 
tego równania, to liczby ~ 7 qpe i e ea, 
śdzie 4, ił. są liczbami rzeczywistemi skończonemi, 
spełniającemi warunek à +} #0, stanowią roz- 
wiązanie rzeczywiste skończone rozpatrywanego 
równania, i odwrotnie, każde 2 liczby, stano- 
wiące jego rozwiązanie rzeczywiste skończone, 
mogą być przedstawione w tej postaci. Jeżeli 
łąky Hłoka , hy, iay 

ką 24 ły F ła 
weźmiemy wszystkie liczby rzeczywiste skoń- 
czone, spełniające warunek 4,-|-4.-E0, to otrzy- 
mamy w ten sposób pary liczb rzeczywistych skoń- 
czonych, stanowiące ogółrozwiązań rzeczywistych 
skończonych rozpatrywanego równania. 


więcw wyrażeniach zał, i ha 


$ 6. Interpretacja geometryczna równania A x +By-+ C=0, 
którego spółczynniki A, B, C są liczbami rzeczywistemi, przy- 
czem przynajmniej jeden ze spółczynników A i B jest różny 
od 0, w układzie płaskim spółrzędnych Descartes'a. — Niechaj 
będzie dane równanie 


(1) Ax -|- By AQQ, 
którego spółczynniki A, B, C są liczbami rzeczywistemi (i, oczy- 
wiście, skończonemi), przyczem przynajmniej jeden ze spół- 
czynników A i B jest różny od 0. 

Weźmy pod uwagę jakąkolwiek płaszczyznę właściwą 
iw tej płaszczyźnie układ spółrzędnych Descartes'a. Jeżeli 
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każdą parę liczb rzeczywistych skończonych będziemy uważali 
za spółrzędne jakiegoś punktu właściwego, to wtedy ogółowi 
rozwiązań rzeczywistych skończonych równania (1) będzie 
odpowiadał w rozpatrywanej płaszczyźnie właściwej pewien 
zbiór punktów właściwych. O równaniu (1) będziemy mówili, 
że ono ten zbiór punktów przedstawia. 

Z twierdzenia, podanego w § 4, oraz z drugiego twier- 
dzenia, podanego w § 5, wynika twierdzenie następujące: 

W układzie płaskim spółrzędnych Descar- 
tesa równanie Ax+-By—C—=0, którego spół- 
czynniki A, B, C są liczbami rzeczywistemi, 
przyczem przynajmniej jeden ze spółczyn- 
ników AiB jest różny od 0, przedstawia ogół 
punktów właściwych prostej właściwej. 

To twierdzenie jest odwrotnem względem twierdzenia, 
wypowiedzianeśo w § 3. 

Rozpatrzmy teraz kilka przypadków szczególnych rów- 
nania Ax--By-- C=0. 

1. C=0. Równanie Ax + By=0 przedstawia prostą 
właściwą, przechodzącą przez początek układu spółrzędnych, 
albowiem spółrzędne początku układu spółrzędnych, t. j. 
liczby 0, 0, czynią temu równaniu zadość. Gdyby oprócz 
spółczynnika C był równym 0 spółczynnik B, względnie A, 
to równanie nasze redukowałoby się do równania x=0, 
względnie y=0, przedstawiałoby więc ono oś y-ów, 
względnie oś x-ów. 

2 B=0. Równanie Ax--C=0 możemy sprowadzić do 


» C : g 
postaci S g przedstawia więc ono prostą właściwą, 


równoległą do osi y-ów. 
3. A=0. Równanie By - C=0 możemy sprowadzić do 


F C ć Ne 
postaci y = — B’ przedstawia więc ono prostą właściwą, 
równoległą do osi x-ów. 

§ 7. Dwa równania jednoczesne A,x--B,y--C,=0 


i Ax- By -+C =0, w których przynajmniej jeden ze spół- 
czynników A, i B,, jak również przynajmniej jeden ze spół- 


qr TY 


. sk |, 
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IRNI 
czynników A, i B., jest różny od 0. — Niechaj będą dane 
2 równania stopnia 1-$o z dwiema niewiadomemi: 

(1) A, x t B; y HC, =0 i Ax +- Bay +- C,=0, 


których spółczynniki są liczbami niekoniecznie rzeczy- 
wistemi (lecz, oczywiście, skończonemi), przyczem przynaj- 
mniej jeden ze spółczynników A, i By, jak również przynaj- 
mniej jeden ze spółczynników A. i Bə, jest różny od 0. 

Gdyby spółczynniki odpowiednie tych dwu równań były 
wzajemnie proporcjonalne, t. zn. gdyby było: 


A, __ BC; 


(2) ATB C. 


to w takim razie każde 2 liczby x i y, spełniające jedno z tych 
dwu równań, spełniałyby również drugie równanie. 
Załóżmy teraz, że 

A, B, 


C, 
(3) + Gi 
Łatwo możemy się przekonać, że w tym przypadku niema 
takich dwu liczb skończonych x i y, które obydwu rów- 
naniom (1) jednocześnie czyniłyby zadość. 

Przypuśćmy bowiem, że takie 2 liczby skończone x“ i y' 


istnieją, t. zn. - 


(4) A; x* E By” ra C, =0 i A; x' t- Bz y‘ - C;=0. 


Wartość stosunków A E oznaczmy przez 0, t. zn. 
A, _B, 
A. B 


(5) 


Z równości (5) wynika: 
(6) A =04, i Bi, "oB;> 


Pomnóżmy drugą z równości -(4) przez ©. Otrzymamy wtedy 
oA x‘ |-oB.y'--poC,=0, czyli [równ. (6)]: 


(1) A, x +-Byy' 40 Cs =0. 
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Odejmijmy teraz równość (7) od pierwszej z równości (4). 
Otrzymamy Cı —ọ C. =0, skąd wynika: 


Cı 


(8) Č. 


o, 


Z równości (5) i (8) wynika: 


SB fi 


Fuga, IŚ 74, 


co przeczy założeniu, że są spełnione warunki (3). A zatem 
nie jest możliwem, aby w rozpatrywanym przypadku istniały 
2 liczby skończone x‘ i y', spełniające równania (1). 
W końcu, jeżeli 

A 
(9) l 


B, 
A, a 


to istnieją wtedy dwie i tylko dwie liczby skończone x i y, 
spełniające równania (1), mianowicie liczby: 


By, Ci Cis A 
Ba, C; = Cz, A, 
74 = TAB" — CREEPACH 
An B An B: 


§ 8. Warunek równoległości dwu prostych właściwych, 
leżących w jednej płaszczyźnie właściwej. — Niechaj będzie 
dana płaszczyzna właściwa i w tej płaszczyźnie 2 proste 
właściwe d, i dą») Poza tem niechaj będzie dany w tej płasz- 
czyźnie właściwej układ płaski spółrzędnych Descartes'a. 

Ogół punktów właściwych prostej właściwej d} możemy 
przedstawić przez równanie 


(1) A, x - Byy-|- C+ =0, 


którego spółczynniki są liczbami rzeczywistemi, przyczem przy- 
najmniej jeden ze spółczynników 4, i Bı jest różny od 0 ($ 3). 

Analogicznie, ogół punktów właściwych prostej właści- 
wej d. możemy przedstawić przez równanie 


(2) A: x r By 2- Gis ' 
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którego spółczynniki są liczbami rzeczywistemi, przyczem 
przynajmniej jeden ze spółczynników*A, i Bə jest różny od 0. 
Gdyby spółczynniki odpowiednie równań (1) i (2) były 
wzajemnie proporcjonalne, t. zn. gdyby było 
A; fac B; m C; 
6) ye: r, 


to wtedy każde 2 liczby x i y, spełniające jedno z pośród 
równań (1) i (2), spełniałyby także drugie równanie, a zatem 
każdy punkt właściwy jednej z pośród prostych d, i d. na- 
leżałby i do drugiej prostej, t. zn. proste d, i də nakry- 


wałyby się. 
Jeżeli są spełnione warunki 
A; 2 B; à C: 
(4) ĄATMPE 


to wtedy (§ 7) niema takich dwu liczb skończonych x i y, 
które spełniałyby jednocześnie obydwa równania (1) i (2), 
a zatem niema takiego "punktu właściwego, który nałeżałby 
jednocześnie do obydwu prostych właściwych d, i d», innemi 
słowy proste d, i d» są równoległe. 

W końcu, jeżeli jest spełniony warunek 


5] ER 


to wtedy (§ 7) istnieją 2 i tylko 2 liczby skończone x i y, 
spełniające jednocześnie obydwa równania (1) i (2), miano- 
wicie liczby: 

Bı, C; Ci, A; 
> *="ALE]"  "=A,B, 


A ponieważ te 2 liczby są rzeczywiste, przeto są one spół- 
rzędnemi pewnego w zupełności określonego punktu właści- 
wego. W tym więc przypadku proste d, id» posiadają jeden 
i tylko jeden punkt właściwy wspólny. 
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Uważając więc nakrywanie się dwu prostych za przypa- 
dek szczególny ich równoległości, możemy wypowiedzieć twier- 
dzenie następujące: 

Warunkiem koniecznym i dostatecznym rów- 
noległości dwu prostych właściwych A;,x--B8,y-- 
-+C =0 i A,x--By--C,=0 jest spełnienie rów- 


a sA B mk A B C 
ności z 5B; Jeżeli ponadtoz=g=c to pro- 
A BAC 


ste dane nakrywają się, jeżeli zaś 2 aTi 


to te proste nie nakrywają się. 


§ 9. Spółrzędne punktu w układzie płaskim spółrzędnych 
jednorodnych punktowych Hesse'$o. — Niechaj będzie dana , 
płaszczyzna właściwa i w tej płaszczyźnie układ spółrzędnych 
Descartes'a. 

Spółrzędnemi jednorodnemi Hesse ' go pun- 
ktu właściwego, którego spółrzędnemi Descar- 
tes'a są liczby x iy, nazywamy 3 liczby rzeczy- 
wiste skończone X,Y,Z, z których liczba Z jest 
różna od 0 i które spełniają warunek: 


(1) K aby = 528 78h 


Z tej definicji wynika więc, że spółrzędne Descartes' a 
x,y jakiegoś punktu właściwego wyrażają się przez spółrzędne 
jednorodne Hesse'go X, Y, Z tego punktu w sposób następujący: 


X y 
(2) EFU 


Punkt właściwy swoich spółrzednych jednorodnych 
Hesse'go Z, Y, X nie określa jednoznacznie. Jeżeli mianowicie 
spółrzędnemi Descartesa punktu właściwego są liczby xi y, 
to za spółrzędne jednorodne Hesse' śo tego punktu możemy 
uważać każdą trójkę liczb Ax, hy, 4, gdzie A oznacza jakąkol- 
wiek liczbę rzeczywistą skończoną, różną od 0, przyczem 
poza temi trójkami niema innych trójek liczb rzeczywistych 
skończonych, które mogłyby być uważane za spółrzędne 
jednorodne Hesse $o rozpatrywanego punktu właściwego. 
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Natomiast, odwrotnie, każde 3 liczby rzeczywiste skoń- 
czone X, Y, Z, z których liczba Z jest różna od 0, możemy 
uważać za spółrzędne jednorodne Hesse śo pewnego w zu- 
pełności określonego punktu właściwego, mianowicie punktu, 


którego spółrzędnemi Descartesa są liczby Za >. 


Spółrzędnemi jednorodnemi Hesse'go 
punktu niewłaściwego; należącego do prostej 
właściwej Ax+By+C=0, nazywamy 3 liczby 
rzeczywiste skończone X,Y,Z, spełniające wa- 
runki następujące: 

1) liczba Z jest równa 0; 


2) przynajmniej jedna z liczb XiY jest różna 
od 0; 

3) pomiędzy liczbami X i Y oraz spółczynni- 
kami AiB równania prostej właściwej, zawie- 
rającej rozpatrywany punkt niewłaściwy, za- 
chodzi zależność 


(3) X.V=B.—A. 


Według tej definicji spółrzędne jednorodne Hesse go 
punktu niewłaściwego zależą od spółczynników równania 
prostej właściwej, zawierającej ten punkt. Możnaby więc 
zapytać, jakie równanie prostej właściwej, zawierającej roz- 
patrywany punkt niewłaściwy, mamy w tej definicji na myśli, 
albowiem istnieje nieskończenie wiele równań, które przed- 
stawiają prostą właściwą, zawierającą ten punkt niewłaściwy. 

Aby otrzymać odpowiedź na to pytanie, zwróćmy uwagę 
na to, iż 2 proste właściwe posiadają ten sam punkt nie- 
właściwy wtedy i tylko wtedy (Wstęp, III), śdy są do siebie 
równoległe (nakrywanie się dwu prostych uważamy za przy- 
padek szczególny ich równoległości). A zatem 2 równania 
, A,x--Bqy+C,=0 i Ax | Bzy - C(,=0, których spół- 
czynniki są liczbami rzeczywistemi, przyczem zarówno przy- 
najmniej jeden ze spółczynników A, i B,, jak też przynaj- 
mniej jeden ze spółczynników A. i B jest różny od 0, 
przedstawiają 2 proste właściwe, posiadające ten sam punkt 
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niewłaściwy, wtedy i tylko wtedy, gdy jest spełniony waru- 
nek ($ 8): 


(4) A:<B I 
czyli 
(5) BI P STA 


Jeżeli zatem równania A,x--Byy-- C&G=0 i A,x-|- 
-|- Bay -+ C,==0 przedstawiają 2 proste właściwe, posiadające 
ten sam punkt niewłaściwy, to wtedy powiedzenie, że 2 liczby 
X i Y spełniają warunek 


(6) KPZERME 


jest zupełnie równoznaczne z powiedzeniem, że te liczby 
spełniają warunek 


(7) AN E EE 


Stąd więc wynika, iż to, jakie równanie prostej właści- 
wej, zawierającej rozpatrywany punkt niewłaściwy, będziemy 
mieli na myśli w podanej wyżej definicji spółrzędnych jedno- 
rodnych Hesse' go punktu niewłaściwego, nie będzie miało na 
tę definicję żadnego wpływu. 

A zatem: W podanej wyżej definicji spół- 
rzędnych jednorodnych Hesse'go punktu nie- 
właściwego przez równanie prostej właściwej, 
zawierającej ten punkt niewłaściwy, możemy 
rozumieć jakiekolwiek równanie takiej prostej. 

Punkt niewłaściwy swoich spółrzędnych jednorodnych 
Hesse' go X, Y, Z nie określa jednoznacznie. Jeżeli miano- 
wicie punkt niewłaściwy należy do prostej właściwej Ax +- 
-- By -- C=0, to za spółrzędne jednorodne Hesse'go tego 
punktu możemy uważać każdą trójkę liczb 4B,—A4,0, gdzie 
h oznacza jakąkolwiek liczbę rzeczywistą skończoną, różną 
od 0, przyczem poza temi trójkami niema innych trójek liczb 
rzeczywistych skończonych, które mogłyby być uważane za 
spółrzędne jednorodne Hesse go rozpatrywanego punktu nie- 
właściwego. 
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Natomiast, odwrotnie, każde 3 liczby rzeczywiste skoń- 
czone X, Y, Z, z których liczba Z jest równa 0, lecz przy- 
najmniej jedna z liczb X i Y jest różna od 0, możemy uważać 
za spółrzędne jednorodne Hesse ś$o pewnego w zupełności 
określonego punktu niewłaściwego, mianowicie punktu nie- 
właściwego, należącego do prostej właściwej Yx — Xy + C =0, 
gdzie C oznacza jakąkolwiek liczbę rzeczywistą skończoną. 

Z rozważań § niniejszego wynika więc, iż każde 
3 liczby rzeczywiste skończone X, Y, Z,z których 
przynajmniej jedna liczba jest różna od 0, mogą 
być uważane za spółrzędne jednorodne Hessego 
pewnego w zupełności określonego punktu. 
Liczby 0, 0, 0 za spółrzędne jednorodne Hesse'śo punktu 
uważane być nie mogą. 

Jeżeli pomiędzy trójką liczb rzeczywistych skończonych 
X, Yı Z, z których przynajmniej jedna liczba jest różna od 
0, oraz trójką liczb rzeczywistych skończonych Xə, Y», Za 
z których przynajmniej jedna liczba jest różna od 0, zachodzi 
zależność 
(8) (ad wo S A ta 


to wtedy i tylko wtedy te obiedwie trójki, uważane za trójki 
spółrzędnych jednorodnych Hesse go punktów, przedstawiają 
jeden i ten sam punkt. 

Jeżeli z pośród trzech liczb rzeczywistych skończonych 
X, Y, Z, z których przynajmniej jedna liczba jest różna od 0, 
liczba X, względnie Y, względnie Z jest równa 0, to wtedy 
i tylko wtedy te 3 liczby, uważane za spółrzędne jednorodne 
Hesse fo punktu, przedstawiają punkt, leżący na osi y-ów, 
względnie na osi x-ów, względnie na prostej niewłaściwej. 

Liczby 1, 0, 0, względnie 0, 1, 0, względnie 0, 0, 1, uwa- 
żane za spółrzędne jednorodne Hesse go punktu, przedsta- 
wiają punkt niewłaściwy osi x-ów, względnie punkt niewła- 
ściwy osi y-ów, względnie początek układu spółrzędnych. 

Wprowadziliśmy tu spółrzędne jednorodne Hesse śo pun- 
ktu, wyszedłszy z pewnego układu płaskiego spółrzędnych 
Descartes'a. I dlatego też te spółrzędne jednorodne Hesse'go 
punktu będziemy nazywali spółrzędnemi punktu 
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w układzie płaskim spółrzędnych jednorod- 
nych punktowych Hesse go, podporządkowa- 
nym danemu układowi płaskiemu spółrzędnych 
Descartes'a. 

Zamiast mówić: „punkt, którego spółrzędnemi jedno- 
rodnemi Hesse go są liczby X, Y, Z," często mówimy wprost; 
„punkt (X, Y, Z)”. 


$ 10. Równanie, przedstawiające ogół punktów prostej 
w układzie płaskim spółrzędnych jednorodnych punktowych 
Hesse'go. — Niechaj będzie dana płaszczyzna właściwa i w tej 
płaszczyźnie układ spółrzędnych Descartesa. Weźmy pod 
uwagę w tej płaszczyźnie jakąkolwiek prostą właściwą d. 

W danym układzie płaskim spółrzędnych Descartes'a ogół 
punktów właściwych prostej właściwej d możemy przedstawić 
przez równanie ($ 3) 


(1) A e Byee MU, 


którego spółczynniki są liczbami rzeczywistemi, przyczem 
przynajmniej jeden ze spółczynników A i B jest różny od 0. 


: ; ; š M GAV 
Wstawmy w równanie (1) zamiast x i y wyrażenia zz 


i następnie otrzymane w ten sposób równanie pomnóżmy 
przez Z. Otrzymamy wtedy równanie 


(2) AX-BYCZ=0. 


Spółrzędne Descartes'a x, y każdego punktu właściwego 
prostej właściwej d spełniają równanie (1), a zatem spółrzędne 
jednorodne Hesse'góo X, Y, Z każdego punktu właściwego 
prostej d spełniają równanie (2). 

Odwrotnie, weźmy pod uwagę jakiekolwiek 3 liczby 
rzeczywiste skończone X, Y, Z, z których liczba Z jest różna 
od 0 i które spełniają równanie (2). Te 3 liczby, uważane za 
spółrzędne jednorodne Hesse'fo punktu, przedstawiają punkt 
właściwy, którego spółrzędne Descartes'a spełniają równanie 
(1), który zatem należy do prostej właściwej d. 

Jeżeli więc każde 3 liczby rzeczywiste skończone X,Y, Z =0 
będziemy uważali za spółrzędne jednorodne Hesse go punktu, 


F. Włodarski, Geom, anal. pł., cz. I. 5 
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to w takim razie ogół trójek liczb rzeczywistych skończonych 
X, Y, Z #0, spełniających równanie (2), będzie przedstawiał 
ogół punktów właściwych prostej właściwej d. 

Mów iliśmy tu o trójkach liczb rzeczywistych skończonych 
X, Y, Z# 0, spełniających równanie (2). Te trójki nie stanowią 
jednak ogółu trójek liczb rzeczywistych skończonych X, Y, Z, 
spełniających równanie (2). Otrzymamy mianowicie ogół 
trójek liczb rzeczywistych skończonych X, Y, Z, spełniających 
równanie (2), jeżeli do wymienionych wyżej trójek liczb do- 
łączymy wszystkie trójki liczb rzeczywistych skończonych 
X, Y, Z, spełniające warunek 


K VRZ BRZ Aj 


innemi słowy wszystkie trójki liczb AB, — 44,0, gdzie 4 oznacza 
jakąkolwiek liczbę rzeczywistą skończoną. 

Do tych ostatnich trójek należy trójka 0, 0, 0, odpowiada 
ona mianowicie wartości 4 =0. I ta właśnie trójka liczb 
0, 0,0 jest jedyną trójką z pośród wymienionych trójek liczb 
4B,—A4,0, nie mogącą być uważaną za trójkę spółrzędnych 
jednorodnych Hesse' go punktu. Każda inna z pośród wy- 
mienionych trójek liczb AB, —A4,0, t. zn. każda trójka 
4B,—A4A,0; gdzie”? oznacza jakąkolwiek liczbę rzeczywistą 
skończoną, różną od 0, może być uważana za trójkę 
spółrzędnych jednorodnych Hesse fo pewnego w zupełności 
określonego punktu, mianowicie punktu niewłaściwego prostej 
właściwej d ($ 9). 

Jeżeli więc każde 3 liczby rzeczywiste skończone 
X, V,Z, z których przynajmniej jedna liczba jest od 0 różna, 
będziemy uważali za spółrzędne jednorodne Hesse'śo punktu, 
to w takim razie ogół trójek liczb rzeczywistych skończonych 
X,Y,Z, z których przynajmniej jedna liczba jest od 0 różna 
i które spełniają równanie (2), będzie przedstawiał ogół punk- 
tów prostej właściwej d, t. zn. nietylko ogół punktów właści- 
wych tej prostej, lecz ogół jej punktów właściwych oraz jej 
punkt niewłaściwy. Wyrażamy to, mówiąc, iż równanie (2) 
przedstawia ogół punktów prostej właści- 
wej d, 
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Weźmy teraz pod uwagę równanie 


3) 0.X4X—0.Y-CZ=0, 
gdzie C oznacza jakąkolwiek liczbę rzeczywistą skończoną, 
różną od 0. 


Opierając się na definicji spółrzędnych jednorodnych 
Hesse'$o punktu niewłaściwego ($ 9), możemy powiedzieć, iż 
spółrzędne jednorodne Hesse'fo każdego punktu niewłaści- 
wego spełniają równanie (3). 

Odwrotnie, jeżeli jakieś 3 liczby rzeczywiste skończone 
X, Y, Z, z których przynajmniej jedna liczba jest różna od 
0, spełniają równanie (3), to w takim razie możemy powie- 
dzieć, iż z pośród tych trzech liczb X, Y, Z liczba Z jest na- 
pewno równa 0, natomiast różną od 0 jest przynajmniej jedna 
z liczb X i Y, a zatem te 3 liczby, uważane za spółrzędne 
jednorodne Hesse'fo punktu, przedstawiają pewien punkt 
niewłaściwy. * 

Jeżeli więc każde 3 liczby rzeczywiste skończone X, Y, Z, 
z których przynajmniej jedna liczba jest różna od 0, będziemy 
uważali za spółrzędne jednorodne Hesse' go punktu, to w takim 
razie ogół trójek liczb rzeczywistych skończonych X, Y, Z, 
z których przynajmniej jedna liczba jest różna od 0 i które 
spełniają równanie (3), będzie przedstawiał ogół punktów nie- 
właściwych danej płaszczyzny właściwej, innemi słowy ogół 
punktów prostej niewłaściwej, leżącej w danej płaszczyźnie 
właściwej. Wyrażamy to, mówiąc, iż równanie (3) przed- 
stawia ogół punktów prostej niewłaściwej, 
leżącej w danej płaszczyźnie właściwej. 

Ponieważ my tu ograniczamy się do rozpatrywania tylko 
liczb skończonych, przeto każdy z iloczynów 0.X i 0.Y jest 
zawsze równy 0, równanie (3) jest zatem równoznaczne 
z równaniem CZ=0, czyli, ponieważ C +0, z równaniem 
(4) © ZEŃ, 


Rozważania § niniejszego pozwalają nam więc wypo- 
wiedzieć twierdzenie „następujące: 
W układzie błaskim spółrzędnych jedno- 
rodnych punktowych Hessego ogół punktów 
5: 
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jakiejkolwiek prostej możemy przedstawić 
przez równanie AX--BY--CZ=Q0, którego spół- 
czynniki są łiczbami rzeczywistemi, przyczem 
przynajmniej jeden z tych spółczynników jest 
różny od 0. Jeżeli dana prosta jest prostą 
właściwą, to w takim razie przynajmniej jeden 
ze spółczynników A i B wymienionego rów- 
nania jest różny od 0, jeżeli zaś dana prosta 
jest prostą niewłaściwą, to wtedy każdy ze 
spółczynników A i B jest równy 0. 

Zamiast mówić, iż równanie A X+ B Y-} CZ=0 przed- 
stawia ogół punktów pewnej prostej, czesto mówimy wprost, 
iż ono przedstawia tę prostą, i przytem samo równa- 
nie nazywamy równaniem wymienionej prostej 
w układzie płaskim spółrzednych jednorodnych 
punktowych Hesse'go. 

Tak samo zamiast mówić:. „prosta, którą przedstawia 
równanie AX---BY--CZ=(,* często mówimy wprost: 
„prosta AX BY---CZ =". 


$ 11. Interpretacja geometryczna równania AX--BY-- 
+ CZ=0, którego spółczynniki są liczbami rzeczywistemi, 
przyczem przynajmniej jeden z nich jest różny od 0, w układzie 
płaskim spółrzędnych jednorodnych punktowych Hesse'fo. — 
Niechaj będzie dane równanie 


(1) AX-+BY+CZ=0, 


któreśo spółczynniki są liczbami rzeczywistemi, przyczem 
przynajmniej jeden z nich jest różny od 0. 

Weźmy pod uwagę jakąkolwiek płaszczyznę właściwą 
iw tej płaszczyźnie układ spółrzędnych Descartesa oraz 
podporządkowany mu układ spółrzędnych jednorodnych 
punktowych Hesse'go. Jeżeli każdą trójkę liczb rzeczywistych 
skończonych, z których przynajmniej jedna liczba jest różna 
od 0, będziemy uważali za spółrzędne jednorodne Hesse go 
punktu, to wtedy ogółowi trójek liczb rzeczywistych skończo- 
nych X, Y, Z, z których przynajmniej jedna liczba jest różna 
od 0 i które spełniają równanie (1), będzie odpowiadał w roz- 
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ES 
patrywanej płaszczyźnie właściwej pewien zbiór punktów. 
O równaniu (1) będziemy mówili, że ono ten zbiór punktów 
przedstawia. 
Przypuśćmy najpierw, że przynajmniej jeden ze spółczyn- 
ników A i B równania (1) jest różny od 0. Możemy wtedy 
powiedzieć, że równanie 


(2) Ax|-By+-C=0 


w rozpatrywanym układzie płaskim spółrzędnych Descartes'a 
przedstawia ogól punktów właściwych pewnej prostej właściwej 
d ($ 6. A w takim razie, opierając się na rozważaniach, 
podanych w $ 10, możemy powiedzieć, że równanie (1) przed- 
stawia ogół punktów prostej właściwej d. 

Przypuśćmy teraz, że każdy ze spółczynników Ai B 
równania (1) jest równy 0. Wtedy, jak to widzieliśmy w § 10, 
równanie (1) przedstawia ogół punktów prostej niewłaściwej. 

Możemy zatem wypowiedzieć twierdzenie następujące: 

W układzie płaskim spółrzędnych jedno- 
rodnych punktowych Hessego równanie AX-—- 

rBY--CZ=Q, którego spółczynniki są liczbami 
rzeczywistemi, przyczem przynajmniej jeden 
z nich jest różny od 0, przedstawia ogół pum- 
któw prostej. Jeżeli przynajmniej jeden ze 
spółczynników AiB rozpatrywanego równania 
jest różny od 0, to wymieniona prosta jest wtedy 
prostą właściwą, jeżeli zaś każdy ze spółczyn- 
ników A ií B jest równy 0, to wtedy jest ona 
prostą niewłaściwą. 

To twierdzenie jest odwrotnem wzślędem twierdzenia, 
wypowiedzianeśo w § 10. 

Rozpatrzymy teraz kilka przypadków szczególnych rów- 
nania AX--BY--CZ=0. 

1) C=0. Równanie AX--BY=0 przedstawia prostą, 
przechodzącą przez początek układu spółrzędnych, albowiem 
spółrzędne początku układu spółrzędnych, t. j. liczby ($ 9) 
0, 0, 1, czynią temu równaniu zadość. 

2)B=0. Równanie AX- CZ=0 przedstawia prostą, 
przechodzącą przez punkt niewłaściwy osi y-ów, t. zn. rów- 
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noległą do osi y-ów, albowiem spółrzędne punktu niewłaści- 
wego osi y-ów, t.j. liczby (89) 0, 1,0, czynią temu równaniu 
zadość. 

3) A=0 Równanie BY--CZ=0 przedstawia prostą, 
przechodzącą przez punkt niewłaściwy osi x-ów, t. zn. równo- 
leśłą do osi x-ów, albowiem spółrzędne punktu niewłaści- 
wego osi x-ów, t.j. liczby ($9) 1, 0, 0, czynią temu równaniu 
zadość. 

4) Równanie X=0, względnie Y =0, względnie Z= 
przedstawia oś y-ów, względnie oś x-ów, wzglednie prostą 
niewłaściwą. 

Uwaga. Rozpatrywaliśmy tu równanie jednorodne 
stopnia 1-ego z 3-ema niewiadomemi AX--BY + CZ=0. 
Możnaby teraz zapytać, co przedstawia równanie ogólne 
stopnia 1-ego z 3-ema niewiadomemi 


(3) AX--BY--CZ--D==(, 


którego spółczynniki są liczbami rzeczywistemi, jeżeli przez 
niewiadome będziemy rozumieli w tem równaniu spółrzędne 
jednorodne Hesse'go punktu. 

Przypadek szczególny, gdy D-=0, rozpatrzyliśmy już, mo- 
żemy więc teraz założyć, że D-E0. Poza tem zakładamy, 
oczywiście, że przynajmniej jeden ze spółczynników A,B,C 
równania (3) jest różny od 0, w przeciwnym bowiem razie 
wartości skończone, spełniające równanie (3), nie istniałyby. 

Jeżeli jakiś punkt należy do prostej AX--BY—CZ=Q, 
to jego spółrzędne nie mogą, oczywiście, równaniu (3) czynić 
zadość. 

Weźmy pod uwagę jakikolwiek punkt P, nie należący do 
prostej AX--BV--CZ=0. Niechaj X, Yı, Z, będą spółrzęd- 
nemi jednorodnemi Hesse' go tego punktu. W takim razie 
liczby 4X,,ŁY,,4Z,, gdzie czynnik ł jest równy jakiejkolwiek 
liczbie rzeczywistej skończonej, różnej od 0, też możemy uwa- 
żać za spółrzędne jednorodne Hesse go punktu P. Lecz czyn- 
nikowi A zawsze możemy nadać taką wartość rzeczywistą 
skończoną, różną od 0, że liczby 44, 2Y,, 4Z, będą czyniły rów- 
naniu (3) zadość. Wystarczy mianowicie w tym celu wstawić 
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w równanie (3) zamiast X, Y, Z wielkości 24X,, ŻY, 4Zy i na- 
stępnie obliczyć z tego równania 2. Otrzymamy wtedy 


D . 
—AX, EBY, ECZ 


į. = 


Liczby zatem 
a DX, z DY, 
AX, -BY,-CZ, AX +-BY,--CZ, 
DZ, 
=- AX FEREYE EGZ 


uważane za spółrzędne jednorodne Hesse'go punktu, przed- 
stawiają punkt P, i przytem te liczby czynią równaniu (3) 
zadość, t. zn. punkt P należy do zbioru punktów, przedsta- 
wionego przez równanie (3). 

A ponieważ punkt P jest dowolnym punktem rozpa- 
trywanej płaszczyzny właściwej, nie należącym do prostej 
AX--BY-CZ=0, przeto równanie (3) przedstawia 
ogół punktów rozpatrywanej płaszczyzny wła- 
Ściwej, z wyjątkiem punktów prostej AX-BYV-|- 
+ CZ=0. 

Jeżeli trójka liczb, stanowiąca spółrzędne jednorodne 
Hesse go pewnego punktu, czyni jakiemuś równaniu zadość, 
to wtedy i tylko wtedy każda inna trójka liczb, stanowiąca 
spółrzędne jednorodne Hesse'$o tego samego punktu, też be- 
dzie czyniła wymienionemu równaniu zadość, gdy to równanie 
jest jednorodnem. 

§ 12. Spółrzędne prostej w układzie płaskim spółrzęd- 
nych jednorodnych linjowych Hesse'go. — Niechaj będzie 
dana płasżczyzna właściwa i w tej płaszczyźnie układ spół- 
rzędnych Descartes'a oraz podporządkowany mu układ spół- 
rzędnych jednorodnych punktowych Hesse go. 

Spółrzędnemi jednorodnemi Hessefgo pro- 
stej AX -BY--CZ=0 nazywamy 3 liczby rzeczy- 
wiste skończone U,V,W, z których przynajmniej 
jedna liczba jest różnaod 0 i które spełniają 
warunek: 


(1) UV WSA BnG: 
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Mogłoby tu powstać pytanie, jakie równanie rozpatrywanej 
prostej mamy w tej definicji na myśli, - ałbowiem istnieje 
nieskończenie wiele równań, przedstawiających tę samą prostą. 

Aby otrzymać odpowiedź na to pytanie, zwróćmy uwagę 
na to,iż jeżeli 2 równania A,X--B,Y--C,Z=0iA»X--B.Y-|- 
--C,Z=Q0 przedstawiają jedną i tę samą prostą, to wtedy 
każde 3 liczby rzeczywiste skończone, spełniające którekol- 
wiek z tych dwu równań, spełniają również drugie równanie, 
to zaś, jak wiemy z Algebry, zachodzi wtedy i tylko wtedy, 
gdy jest spełniony warunek A;,:4,=B,:B,=C;,:C., czyli 


(2) AE BOG ZER CZ 


Stąd więc wynika, iż to, jakie równanie rozpatrywanej 
prostej będziemy mieli na myśli w podanej wyżej definicji 
spółrzędnych jednorodnych Hesse go prostej, nie będzie 
miało na tę definicję żadnego wpływu. Możemy więe-przez 
wymienione tam równanie rozumieć jakiekolwiek równanie 
rozpatrywanej prostej. 

Prosta swoich spółrzędnych jednorodnych Hesse go U, V, 
W nie określa jednoznacznie. Za spółrzędne jednorodne 
Hesse'go prostej AX--BY+ CZ=0 możemy mianowicie 
uważać każdą trójkę liczb 44, B, 4C, gdzie /. oznacza 
jakąkolwiek liczbę rzeczywistą skończoną, różną od 0, przy- 
czem poza temi trójkami niema innych trójek liczb rzeczy- 
wistych skończonych, które mogłyby być uważane za spół- 
rzędne jednorodne Hesse' fo rozpatrywanej prostej. 

Natomiast, odwrotnie, każde 3 liczby rzeczywiste skoń- 
czone U, V, W, z których przynajmniej jedna liczba jest różna 
od 0, możemy uważać za spółrzędne jednorodne Hesse go 
pewnej w zupełności określonej prostej, mianowicie prostej 
UX-FVY-- WZ=0. Liczby 0,0,0 za spółrzędne jednorodne 
Hesse go prostej uważane być nie mogą. 

Jeżeli z pośród 3-ech liczb rzeczywistych skończonych 
U, V, W, z których przynajmniej jedna liczba jest różna od 
0, liczba U, względnie V, względnie W, jest równa 0, to wtedy 
itylko wtedy te 3 liczby, uważane za spółrzędne jednorodne 
Hesse go prostej, przedstawiają prostą UX--VV--WZ—=0, 
której równaniu czynią zadość wartości X = 1, V==0, Z =0, 
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względnie X=0, Y/=1, Z=0, względnie A=0),YV=0, Z=1, 
która zatem przechodzi (§ 9) przez punkt niewłaściwy osi 
x-ów (t. zn. jest równoległa do osi x-ów), względnie przez 
punkt niewłaściwy osi y-ów (t. zn. jest równoległa do osi 
y-ów), względnie przez początek układu spółrzędnych. 
Liczby 1, 0,0, względnie 0, 1, 0, względnie 0, 0, 1, uważane 
za spółrzędne jednorodne Hesse'śo prostej, przedstawiają oś 
y-ów, względnie oś x-ów, względnie prostą niewłaściwą. 
Jeżeli pomiędzy trójką liczb rzeczywistych skończonych 
U, Vi, Wi, z których przynajmniej jedna liczba jest różna od 
0, oraz trójką liczb rzeczywistych skończonych U», Va, Wo, 
z których przynajmniej jedna liczba jest różna od 0, zachodzi 
zależność : 
(3) U, : V, W; ==U,:U,1W., 


to wtedy i tylko włedy te obiedwie trójki, uważane za trójki 
spółrzędnych jednorodnych Hesse'go prostych, przedstawiają 
jedną i tę samą prostą, 

Zamiast mówić: „prosta, której spółrzędnemi jednorodnemi 
Hesse'go są liczby U, V, W,” można powiedzieć wprost: „prosta 
(U, V, W)". 

Wprowadziliśmy tu spółrzędne jednorodne  Hesse'śo 
prostej, wyszedłszy z pewnego układu płaskiego spółrzędnych 
Descartes'a. I dlatego też te spółrzędne jednorodne Hes- 
se' go prostej będziemy nazywali spółrzędnemi prostej 
w układzie płaskim spółrzędnych jednorod- 
nych linjowych Hessego, podporządkowanym 
danemu układowi płaskiemu spółrzędnych 
Descartes'a. 


Układ płaski spółrzędnych jednorodnych punktowych 
Hesse'go oraz układ płaski spółrzędnych jednorodnych linjo- 
wych Hesse'fo, podporządkowane jednemu i temu samemu 
układowi spółrzędnych Descartes'a, nazywamy związanymi 
z sobą. Obydwa te układy, razem wzięte, tworzą układ 
spółrzędnych jednorodnych Hessego, podpo- 
rządkowany wymienionemu układowi spół- 
rzędnych Descartesa. 
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$ 13. Równanie, przedstawiające ogół prostych, przecho- 
dzących przez jeden punkt, w układzie płaskim spółrzędnych 
jednorodnych linjowych Hesse'go. — Niechaj będzie dana pła- 
szczyzna właściwa i w tej płaszczyźnie układ spółrzędnych 
Descartes'a oraz podporządkowany mu układ spółrzędnych 
jednorodnych Hesse go. 

Weźmy w tej płaszczyźnie pod uwagę pewien punkt P, 
którego spółrzędne jednorodne Hesse go oznaczmy przez 
LEŚ 

Niechaj prosta (U', V‘, W*) będzie jakąkolwiek prostą, 
przechodzącą przez punkt P. Ogół punktów prostej (U', V‘, W°) 
możemy przedstawić przez równanie ($ 12): 


(1) U X-FV'Y|-W'Z==0. 


Ponieważ, według założenia, punkt P do prostej (U', V‘, W') 
należy, przeto jego spółrzędne muszą równaniu (1) czynić 
zadość, t. zn. mamy: 


(2) U'X,-V'V,- W'Z,=0. 7 
Weźmy teraz pod uwagę równanie 
(3) X, U+ Yı V--Z,W=0, 


w którem U,V, W są niewiadomemi. 

Z równości (2) wynika, iż spółrzędne jednorodne Hesse go 
prostej (U', V‘, W*) czynią temu równaniu zadość. Lecz prosta 
(U',V',W') jest dowolną prostą, przechodzącą przez punkt P, 
możemy więc powiedzieć, iż spółrżędne jednorodne Hesse go 
każdej prostej, przechodzącej przez punkt P, czynią równa- 
niu (3) zadość. 

Odwrotnie, niechaj U*,V*",W* będą liczbami rzeczywis- 
temi skończonemi, z których przynajmniej jedna jest różna 
od 0 i które spełniają równanie (3), t. zn. czynią zadość wa- 
runkowi: 


(4) ” X,U"-+Y,V* --Z,W*==0. 


Ponieważ przynajmniej jedna z liczb rzeczywistych skoń- 
czonych U*,V',W' jest różna od 0, przeto możemy te liczby 
uważać za spółrzędne jednorodne Hesse śo pewnej w zupeł- 
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ności określonej prostej ($ 12). Ogół punktów tej prostej 
przedstawia równanie: 


(5) U AA a E = 


Z równości (4) wynika, iż spółrzędne jednorodne Hesse'go 
punktu P czynią równaniu (5) zadość, a zatem prosta (U”, V*, 
W") przechodzi przez punkt P. 


Jeżeli więc każde 3 liczby rzeczywiste skończone U, V, W, 
z których przynajmniej jedna liczba jest różna od 0, będziemy 
uważali za spółrzędne jednorodne Hesse'go prostej, to w ta- 
kim razie ogół trójek liczb rzeczywistych skończonych U, V, W, 
z których przynajmniej jedna liczba jest różna od 0 i które 
spełniają równanie (3), będzie przedstawiał ogół prostych, 
przechodzących przez punkt P. Wyrażamy to, mówiąc, iż 
równanie (3) przedstawia ogół prostych, prze- 
chodzących przez punkt P. 

Oznaczywszy liczby X;, Yı, Z, odpowiednio przez A,B,C, 
otrzymamy twierdzenie następujące: 

W układzie płaskim spółrzędnych jedno- 
rodnych linjowych Hesse go ogół prostych, prze- 
chodzących przez jeden punkt, możemy przed- 
stawić przez równanie AU--BV-CW—=0, którego 
spółczynniki są liczbami rzeczywistemi, przy- 
czem przynajmniej jeden z nich jest różny od 0. 

Zamiast mówić, iż równanie AU-|-BY + CW=0 przed- 
stawia ogół prostych, przechodzących przez pewien punkt, 
często mówimy wprost, iż ono przedstawia ten punkt, 
i przytem samo równanie nazywamy równaniem wymie- 
nionego punktu w układzie płaskim spółrzęd- 
nych jednorodnych łinjowych Hesse go. 

Tak samo zamiast mówić: „punkt, który przedstawia 
równanie AU -+ BV -+ CW=0,' często mówimy wprost: „punkt 
AULBV--CW=0". 


$ 14. Interpretacja geometryczna równania AU--BV-- 


--CW=Q, którego spółczynniki są liczbami rzeczywistemi, 
przyczem przynajmniej jeden z nich jest różny od 0, w układzie 
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płaskim spółrzędnych jednorodnych linjowych Hesse'go. — 
Niechaj będzie dane równanie 


(1) AU+BV-}CW=90, 


którego spółczynniki są liczbami rzeczywistemi, przyczem 
przynajmniej jeden z nich jest różny od 0. 

Weźmy pod uwagę jakąkolwiek płaszczyznę właściwą 
i w tej płaszczyźnie układ spółrzędnych Descartesa oraz 
podporządkowany mu układ spółrzędnych jednorodnych 
Hesse go. Jeżeli każdą trójkę liczb rzeczywistych skończonych, 
z których przynajmniej jedna liczba jest różna od 0, będziemy 
uważali za spółrzędne jednorodne Hesse ś$o prostej, to wtedy 
ogółowi trójek liczb rzeczywistych skończonych U, V, W, 
z których przynajmniej jedna liczba jest różna od 0 i które 
spełniają równanie (1), będzie odpowiadał w rozpatrywanej 
płaszczyźnie właściwej pewien zbiór prostych. O równaniu 
(1) będziemy mówili, że ono ten zbiór prostych przedstawia. 

Ponieważ przynajmniej jedna z liczb rzeczywistych skoń- 
czonych A, B, C jest różna od 0, przeto możemy uważać te 
liczby za spółrzędne jednorodne Hesse $o pewnego w zupełności 
określonego punktu ($ 9), A w takim razie z rozważań, 
podanych w $ 13, wynika, iż równanie (1) przedstawia ogół 
prostych, przechodzących przez ten punkt. 

Mamy zatem: 

W układzie płaskim spółrzędnych jedno- 
rodnych linjowych Hessego równanie AU; -BV-|- 
-- C W=0, którego spółczynniki są liczbami rze- 
czywistemi, przyczem przynajmniej jeden z nich 
jest różny od 0, przedstawia ogół prostych, 
przechodzących przez jeden punkt. 

To twierdzenie jest odwrotnem względem twierdzenia, 
wypowiedzianego w § 13. 

Rozpatrzymy teraz kilka przypadków szczególnych rów- 
nania AU--BV--CW=0, 

1) C=0. Równanie AU--BV=0 przedstawia punkt 
(A, B, O), t. zn. ($ 9) pewien punkt, leżący na prostej niewłaś- 
ciwej (a więc wszystkie proste, których spółrzędne czynią 
temu równaniu zadość, są do siebie równoległe). 


” 
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2) B=0. Równanie AU-|-CW=0 przedstawia punkt 
(A, O, O), t. zn. ($ 9) pewien punkt, leżący na osi x-ów. 

3) A=0. Równanie BV--CW=0 przedstawia punkt 
(O, B, O), t. zn. ($ 9) pewien punkt, leżący na osi y-ów. 

4) Równanie U=0, względnie V=0, względnie W=0, 
przedstawia punkt (1, 0, 0), względnie (0, 1, 0), względnie 
(0, 0, 1), t. zn. ($ 9) równanie U=0 przedstawia punkt nie- 
właściwy osi x-ów, równanie V-==(0 przedstawia punkt nie- 
właściwy osi y-ów, równanie W-=(0 przedstawia początek 
układu spółrzędnych. 


Uwaga. Rozpatrywaliśmy tu równanie jednorodne 
stopnia 1-ego z 3-ema niewiadomemi AU-|-BYVY—CW—0. 
Równanie żaś AU--BV--CW--D—=0, którego spółczynniki 
są liczbami rzeczywistemi, przyczem zarówno spółczynnik D, 
jak też przynajmniej jeden ze spółczynników A, B, C, jest 
różny od 0, w układzie płaskim spółrzędnych jednorodnych 
linjowych Hesse go przedstawia ogół prostych rozpatrywanej 
płaszczyzny właściwej, z wyjątkiem prostych, przechodzących 
przez punkt AU--BV-|CW=0 (można tego dowieść za 
pomocą takiego samego rozumowania, jakie zastosowaliśmy 


w Uwadze do § 11). 


§ 15. Równanie UX--VY—WZ=0 — Weźmy pod 
uwagę równanie 
(1) UX VYVqW42=0. 


Uważajmy następnie występujące w tem równaniu wiel- 
kości X, Y, Z za spółrzędne jednorodne Hesse'go punktu, 
natomiast wielkości U, V, W za spółrzędne jednorodne Hesse'$o 
prostej. 

Z rozważań § 12 wynika, iż jeżeli w równaniu (1) wiel- 
kości U, V, W są stałemi, wielkości zaś X, Y, Z zmiennemi, to 
w takim razie równanie (1) przedstawia ogół punktów prostej 
(U, V, W). Natomiast z rozważań § 13 i § 14 wynika, iż jeżeli 
w równaniu (1) wielkości X, Y, Z są stałemi, wielkości zaś 
U, V, W zmiennemi, to wtedy równanie (1) przedstawia ogół 
prostych, przechodzących przez punkt (X, Y, Z). 
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Równanie (1) przedstawia więc albo prostą albo punkt 
w zależności od tego, czy wielkości U, V,W uważamy za 
stałe, wielkości zaś X, Y,Z za zmienne, czy też odwrotnie. 
Dlatego też równanie (1) nazywamy równaniem prostej, 
względnie punktu, w postaci dwoistej w spół- 
rzędnych jednorodnych. 

Przykłady. Prostą (2, 1, 3) możemy przedstawić przez 
równanie 2 X- Y +3Z=0. Punkt (1, — 3, 4) możemy przed- 
stawić przez równanie U—3V--4W=0. Za spółrzędne 
prostej 5X—2Y--32Z=0 możemy uważać liczby 5, —2, 3. 
Za spółrzędne punktu 2U—5V—W=0 możemy uważać 
liczby 2, 5,— 1. 


§ 16. Układ płaski spółrzędnych Pliicker'a. — Niechaj 
będzie dana płaszczyzna właściwa i w tej płaszczyźnie układ 
spółrzędnych Descartes'a oraz podporządkowany mu układ 
spółrzędnych jednorodnych Hesse go. > 

Weźmy pod uwagę jakąkolwiek prostą (U, V, W). Je- 
żeli ta prosta nie przechodzi przez początek układu spół- 
rzędnych, to w takim razie W # 0 ($ 12). 

Spółrzędnemi Pliicker'a prostej, nie prze- 
chodzącej przez początek układu spółrzęd- 
nych, nazywamy 2 liczbyu i v, które ze spół- 
rzędnemi jednorodnemi Hesse'go U, V, W tej 
prostej znajdują się w zależności 


(1) U: V: W=u:v:i}, 


t zn które przez spółrzędne U, V, W wyrażają 
się w sposób następujący: 


(2) sAm i FP: 


Każda prosta, nie przechodząca przez początek układu 
spółrzędnych, określa swe spółrzędne Pliicker'a jednoznacznie. 
Chociaż bowiem w podanej przed chwilą definicji spółrzędne 
Pliicker'a prostej wyraziliśmy przez jej spółrzędne jednorodne 
Hesse'go, prosta zaś swych spółrzędnych jednorodnych Hes- 
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se go nie określa jednoznacznie, to jednak ($ 12) dwie trójki 
liczb U,V, W, oraz U.„V:,W., będące dwiema trójkami spół- 
rzędnych jednorodnych Hesse'śo jednej i tej samej prostej, 
znajdują się w zależności wzajemnej: 


(3) U,:V,1 W, =U: V: Ws; 


jeżeli zatem przedstawiona przez te trójki liczb prosta 


nie przechodzi przez początek układu spółrzędnych, to wtedy 


: .. T ME W ZŁE 
W,zE0 i W. EQ, stosunki więc w, W, W, W. są napewno 


liczbami oznaczonemi, przyczem z proporcji (3) wynika, że: 


— U» W __ Va 
(4) w, W, 32 w, = w.” 


Odwrotnie, weźmy teraz pod uwagę jakiekolwiek 2 
liczby rzeczywiste skończone u, v. Równanie 


(5) uX-vY--Z=0 


przedstawia ogół punktów pewnej w zupełności określonej 
prostej d ($ 11). Ta prosta nie przechodzi przytem przez 
początek układu spółrzędnych, albowiem wartości X= 0, 
Y=0(, Z=1, będące spółrzędnemi jednorodnemi Hesse go 
początku układu spółrzędnych ($ 9), nie czynią równaniu (5) 
zadość. Spółrzędne jednorodne Hesse'go U, V, W prostej d 
czynią zadość warunkowi ($ 12) U:V:W=u'!v:.1, skąd 


wynika u =P a= D to zaś dowodzi, że liczby uiv są 


spółrzędnemi Pliicker'a prostej d. 

Otrzymaliśmy więc, że każda prosta, nie przechodząca 
przez początek układu spółrzędnych, posiada 2 w zupełności 
określone spółrzędne Pliicker'a u i v, oraz odwrotnie, każde 
2 liczby rzeczywiste skończone u i v mogą być uważane za 
spółrzędne Pliicker'a pewnej w zupełności określonej prostej, 
nie przechodzącej przez początek układu spółrzędnych, 
mianowicie prostej 


(6) uXrvY+Z=0. 
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Jeżeli z pośród dwu liczb ree yeh skończonych 
u i v liczba u jest równa 0, natomiast liczba v jest różna 
od 0, to wtedy i tylko wtedy te 2 liczby, uważane za spół- 
rzędne Pliicker'a, przedstawiają pewną prostą, równoległą do 
osi x-ów, lecz różną od tej osi. Jeżeli 'z pośród dwu liczb 
rzeczywistych skończonych u i v liczba v jest równa 0, na- 
tomiast liczba u jest różna od 0, to wtedy i tylko wtedy te 
2 liczby, uważane za spółrzędne Pliicker' a, przedstawiają 
pewną prostą, równoległą do osi y-ów, lecz różną od tej osi. 
Liczby 0, 0, uważane za spółrzędne Pliicker'a, przedstawiają 
prostą niewłaściwą. 

Zamiast mówić: „prosta o spółrzędnych Pliicker'a uiv", 
można powiedzieć wprost: „prosta (u, v)“. 

Niechaj u i v będą spółrzędnemi Pliicker'a jakiejś prostej 
właściwej d, nie przechodzącej przez początek układu 
spółrzędnych. Ponieważ, według założenia, prosta d jest 
prostą właściwą, przeto przynajmniej jedna z liczb uiv jest 
różna od 0. Ogół punktów prostej d przedstawia równanie 
(6). A zatem ośół punktów właściwych prostej d przed- 
stawia równanie ($ 10) 

(7) "ux-Fvy-F1=0. 

Przypuśćmy najpierw, że prosta właściwa dnie jest równo- 
legła do żadnej z osi spółrzędnych, a zatem żadna z liczb 
uiv nie jest równa 0. Prosta d przecina wtedy oś x-ów, 
wzślędnie oś y-ów, w punkcie właściwym, który oznaczmy 
przez A, względnie przez B. Odciętą punktu A oznaczmy 
przez a, rzędną zaś punktu B oznaczmy przez b. Spółrzędnemi 
Descartes'a punktu A są więc liczby a, 0, spółrzędnemi zaś 
Descartes'a punktu B są liczby 0, b. Ponieważ każdy z tych 

„dwu punktów należy do prostej d, przeto spółrzędne Descar- 
tesa każdego z nich muszą równaniu (7) czynić zadość, t. zn. 
mamy ua--1=0 oraz vb--1==0, skąd wynika: 

1 1 
(8) azja GI 


a 


Wyrażamy to, mówiąc, iż w rozpatrywanym przypadku 
spółrzędne Pliicker'a prostej d są ujemnemi odwrotnościami 
odcinków, jakie ta prosta odcina od osi spółrzędnych. 
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Przypuśćmy teraz, że prosta właściwa d jest równoległa 
do osi x-ów (i przytem różna od tej osi), t. zn. u=0, lecz 
v=k 0. Równanie (7) redukuje się wtedy do równania 


(9) vy--1=0. 


Prosta d przecina w tym przypadku oś y-ów w jakimś punkcie 
właściwym B, którego rzędną oznaczmy przez b, którego 
'zatem spółrzędnemi Descartes'a są liczby 0,b. Ponieważ 
punkt B należy do prostej d, przeto jego spółrzędne czynią 
równaniu (9) zadość, t. zn. mamy vb+-1=0, skąd wynika 
1 
5: 
równa 0, spółrzędna zaś v jest równa ujemnej odwrotności 
odcinka, jaki prosta d odcina od osi y-ów. Jeżeli jednak 
nie ograniczymy się do rozpatrywania samych liczb skończo- 
nych, to będziemy mogli powiedzieć, że także w tym przy- 
padku spółrzędne Pliicker'a prostej d możemy uważać za 
równe ujemnym odwrotnościom odcinków, jakie prosta d od- 
cina od osi spółrzędnych, albowiem za odciętą a punktu nie- 
właściwego A, w jakim prosta d przecina oś x-ów, winniśmy 
uważać + œ (8 2). 

Gdyby prosta właściwa d była równoległa do osi y-ów 
(i przytem różna od tej osi), t. zn. gdyby było v=0 i uz 0, 
to wtedy, oznaczywszy przez a odciętą punktu właściwego 4, 
w jakim prosta d przecina oś x-ów, oraz przyjąwszy t ~ za 
rzędną b punktu niewłaściwego B, w jakim prosta d przecina 
oś y-ów, moglibyśmy znów równości (8) uważać za spełnione. 

W końcu, jeżeli jest dana prosta niewłaściwa, t. zn. prosta 
o spółrzędnych Pliickera 0, 0, to przyjąwszy +œ zarówno 
za odciętą a punktu niewłaściwego A, w jakim prosta dana 
przecina oś x-ów, jak też za rzędną b punktu niewłaściwego 
B, w jakim prosta dana przecina oś y-ów, znów równości (8) 
będziemy mogli uważać za spełnione. 

Gdybyśmy się więc nie ograniczali do rozpatrywania 
samych liczb skończonych, to spółrzędne Pliicker'a moglibyśmy 
wtedy zdefinjować w sposób następujący: 

Spółrzędnemi Pliicker'a u, v prostej, nie 
przechodzącej przez początek układu spół- 

F. Włodarski, Geom. anal. pł, cz. L 6 


y=— 


W tym więc przypadku spółrzędna u prostej d jest 


ʻ 


rzędnych, nazywamy ujemne odwrotności od- 
cinków, jakie ta prosta odcina od osi spół- 
rzędnych, t. zn. 


(10) y =e P ' 


gdzie a oznacza odciętą punktu, w jakim roz- 
patrywana prosta przecina oś x-ów,bzaśrzędną 
punktu, w jakim rozpatrywana prosta przecina 
OŚ y-ów. 

Prostych, przechodzących przez początek układu spół- 
rzędnych, przez spółrzędne Pliickera nie przedstawiamy. 
Gdybyśmy bowiem nawet w pierwszej, względnie w drugiej, 
definicji spółrzędnych Pliicker'a usunęli ograniczenie, iż ta 
definicja odnosi się specjalnie do prostych, nie przechodzących 
przez początek układu spółrzędnych, to chociaż wtedy każda 
prosta posiadałaby spółrzędne Pliicker'a, jednak proste, prze- 
chodzące przez początek układu spółrzędnych i różne od 
osi spółrzędnych, przez swe spółrzędne Pliicker'a nie byłyby 
jednoznacznie określone, albowiem za spółrzędne każdej z nich 
musielibyśmy uważać tę samą parę liczb +00, +œ. 

Z pośród wszystkich prostych, przechodzących przez 
początek układu spółrzędnych, jedynie tylko osi spółrzęd- 
nych moglibyśmy określić jednoznacznie za pomocą spół- 
rzędnych Pliicker'a, a mianowicie oś x-ów za pomocą spól- 
rzędnych, z których spółrzędna u posiadały wartość dowolną, 
różną od +œ, spółrzędna zaś v byłaby równa +œ, oraz 
oś y-ów za pomocą spółrzędnych u =+ œ i v&c, Opie- 
rając się bowiem np. na drugiej definicji spółrzędnych 
Pliicker'a, możemy powiedzieć, że prostą o spółrzędnych 
Pliicker'a u E+oc i v=+ œ jest prosta, przechodząca przez 


punkty (- A 1 (0,0), t. zn. oś x-ów, prostą zaś o spół- 
rzędnych Pliickera u=+oo i v-F=+ œ jest prosta, przecho- 
dząca przez punkty (0,0) i Uan t. zn. oś y-ów. 


Wprowadziliśmy tu układ płaski spółrzędnych Pliicker'a, 
wyszedłszy z pewnego układu płaskiego spółrzędnych Des- 
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cartesa oraz podporządkowanego mu układu płaskiego 
spółrzędnych jednorodnych Hesse'go. Otóż ten układ spół- 
rzędnych Pliicker'a oraz wymieniony układ spółrzędnych 
Descartess'a nazywamy związanymi z sobą. Oś x-ów 
w układzie Descartesa nazywamy osią u-ów w układzie 
Plicker'a, oś y-ów w układzie Iescartes'a nazywamy osią 
v-ów w układzie Pliicker'a, początek układu spółrzędnych 
Descartess'a nazywamy początkiem układu spółrzędnych 
Pliickera. Układ spółrzędnych jednorodnych Hesse go, pod- 
porządkowany układowi spółrzędnych Descartes'a, nazywamy 
też podporządkowanym temu układowi spółrzędnych 
Pliicker'a, który jest z wymienionym układem spółrzędnych 
Descartes'a związany. 


§ 17. Równanie, przedstawiające ogół prostych, prze- 
chodzących przez jeden punkt, różny od początku układu 
spółrzędnych, z wyjątkiem prostej, łączącej ten punkt z po- 
czątkiem układu spółrzędnych, w układzie płaskim spółrzęd- 
nych Pliicker'a. — Niechaj będzie dana płaszczyzna właściwa 
i w tej płaszczyźnie układ spółrzędnych Descartes'a, związany 
z nim układ spółrzędnych Pliickera oraz podporządkowany 
tym dwu układom układ  spółrzędnych jednorodnych 
Hesse go. 


Weźmy w tej płaszczyźnie pod uwagę pewien punkt P, 
różny od początku układu spółrzędnych, którego spółrzędne 
jednorodne Hesse' go oznaczmy przez X,, Yı, Z,. Ponieważ, 
według założenia, punkt P jest różny od początku układu 
spółrzędnych, przeto przynajmniej jedna z liczb X, i Yı jest 
różna od 0. 


Niechaj d będzie jakąkolwiek prostą, przechodzącą przez 
punkt P, lecz nie przechodzącą przez początek układu spół- 
rzędnych. Ponieważ prosta d nie przechodzi przez początek 
układu spółrzędnych, przeto możemy przedstawić ją przez 
spółrzędne Pliickera które oznaczmy np. przez u' i v'. Ogół 
punktów prostej d możemy przedstawić przez równanie ($ 16): 


(1) uXtvy—Z=0. 
6* 


TN = 


Ponieważ, według założenia, punkt P do prostej d na- 
leży, przeto jego spółrzędne muszą równaniu (1) czynić za- 
dość, t. zn. mamy: 


(2) WAZY NASZYM 
Weźmy pod uwage równanie 
(3) Xiu- Yiv+Z =0, 


w którem u i v są niewiadomemi. 

Z równości (2) wynika, iż spółrzędne Pliicker'a prostej 
d czynią temu równaniu zadość. Lecz prosta d jest dowolną 
prostą, przechodzącą przez punkt P, możemy więc powie- 
dzieć, iż spółrzędne Pliicker'a każdej prostej, przechodzącej 
przez punkt P, lecz nie przechodzącej przez początek układu 
spółrzędnych, czynią równaniu (3) zadość. 

Odwrotnie, niechaj u“ i v* będą liczbami rzeczywistemi 
skończonemi, spełniającemi równanie (3), t. zn. czyniącemi 
zadość warunkowi: 

(4) Ka” ŻY, vw An; 


Ponieważ liczby u” i v" są liczbami rzeczywistemi skoń- 
czonemi, przeto możemy je uważać za spółrzędne Pliicker'a 
pewnej w zupełności określonej prostej, nie przechodzącej 
przez początek układu spółrzędnych ($ 16). Ogół punktów 
tej prostej przedstawia równanie ($ 16): 


(5) au'X--v' YV--Z—=0Q. 


Z równości (4) wynika, iż spółrzędne jednorodne Hes- 
se go punktu P czynią równaniu (5) zadość, a zatem prosta 
(u",v*) przechodzi przez punkt P. 

Jeżeli więc każde 2 liczby rzeczywiste skończone u i v 
będziemy uważali za spółrzędne Pliicker'a, to w takim razie 
ogół par liczb rzeczywistych skończonych u iv, spełniających 
równanie (3), będzie przedstawiał ogół prostych, przechodzą- 
cych przez punkt P, z wyjątkiem prostej, łączącej punkt 
P z początkiem układu spółrzędnych. Wyrażamy to, mówiąc, 
iż równanie (3)przedstawia ogół prostych, prze- 
chodzących przez punktP,z wyjątkiem prostej, 
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łączącej punkt P z początkiem układu spół- 
rzędnych. 

Oznaczywszy liczby X, Yı, Zi odpowiednio przez A, B,C, 
otrzymamy twierdzenie następujące: 

W układzie płaskim spółrzędnych Pliicker'a 
ogół prostych, przechodzących przez jeden 
punkt, różnyod początku układu spółrzędnych, 
z wyjątkiem prostej, łączącej ten punkt z po- 
czątkiem układu spółrzędnych, możemy przed- 
stawić przez równanie Au |-Bv--C=0, którego 
spółczynniki są liczbami rzeczywistemi, przy- 
czem przynajmniej jeden ze spółczynników 
AiB jest różny od 0. 

Zamiast mówić, iż równanie Au + Bv-- C0 przedsta- 
wia ogół prostych, przechodzących przez pewien punkt, z wy- 
jątkiem prostej, łączącej ten punkt z początkiem układu spół- 
rzędnych, często mówimy wprost, iż ono przedstawia 
ten punkt, i przytem samo równanie nazywamy równa- 
niem wymienionego punktu w układzie płaskim 
spółrzędnych Pliicker'a. 

Tak samo zamiast mówić: „punkt, który przedstawia 
równanie A u -} Bv + C =0," często mówimy wprost: „punkt 
Au--Bv-EC=0*. 


$ 18. Interpretacja geometryczna równania Au + Bv} 
+ C0, którego spółczynniki są liczbami rzeczywistemi, 
przyczem przynajmniej jeden ze spółczynników A i B jest 
różny od 0, w układzie płaskim spółrzędnych Pliicker'a. — 
"Niechaj będzie dane równanie 


(1) Au+Bv-+-C=0, 


którego spółczynniki są liczbami rzeczywistemi, przyczem 
przynajmniej jeden ze spółczynników A i B jest różny od 0. 

Weźmy pod uwagę jakąkolwiek płaszczyznę właściwą 
i w tej płaszczyźnie układ spółrzędnych Pliicker'a. Jeżeli 
każdą parę liczb rzeczywistych skończonych będziemy uważali 
za spółrzędne Pliicker'a, to wtedy ogółowi par liczb rzeczy- 
wistych skończonych u i v, spełniających równanie (1), będzie 


— 86 = 


odpowiadał w rozpatrywanej płaszczyźnie właściwej pewien 
zbiór prostych. O równaniu (1) będziemy mówili, że ono 
ten zbiór prostych przedstawia. 

Ponieważ przynajmniej jedna z liczb A i B jest różna 
od 0, przeto liczby A, B, C, uważane za spółrzędne punktu 
w układzie płaskim spółrzędnych jednorodnych Hesse go, 
podporządkowanym rozpatrywanemu układowi spółrzędnych 
Pliicker'a, przedstawiają pewien punkt, różny od początku 
układu spółrzędnych (§ 9). A w takim razie z rozważań, po- 
danych w $ 17, wynika, iż równanie (1) przedstawia ogół 
prostych, przechodzących przez punkt (A, B, C), z wyjątkiem 
prostej, łączącej punkt (A, B, C) z początkiem układu spół- 
rzędnych. 

Mamy zatem: 

W układzie płaskim spółrzędnych Pliickera 
równanie Au+-Bv+-C=0Q, którego spółczynniki 
są liczbami rzeczywistemi, przyczem przynaj- 
mniej jeden ze spółczynników Ai B jest różny 
od 0, przedstawia ogół prostych, przechodzą- 
cych przez jeden punkt, różny od początku 
układu spółrzędnych, z wyjątkiem prostej, łą- 
czącej ten punkt z początkiem układu spół- 
rzędnych. 

To twierdzenie jest odwrotnem względem twierdzenia, 
wypowiedzianeśo w § 17. 

Przypadki szczególne równania Au -+ Bv -- C=0: 

1) C=0; równanie Au |-Bv=0 przedstawia pewien 
punkt, leżący na prostej niewłaściwej; 

2) B=0; równanie A u +- C=0 przedstawia pewien punkt, 
leżący na osi u-ów; 

3) A=0; równanie Bv + C =-0 przedstawia pewien punkt, 
leżący na osi v-ów; 

4) równanie u=0, względnie v=0, przedstawia punkt 
niewłaściwy osi u-ów, względnie punkt niewłaściwy osi v-ów. 


§ 19. Równanie ux --vy-|-1==0, — Weźmy pod uwagę 


równanie 


(1) ux--vy--1=0. 
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Uważajmy następnie występujące w tem równaniu wiel- 
kości x i y za spółrzędne Descartes'a punktu właściwego, 
natomiast wielkości u i v za spółrzędne Pliicker'a prostej, nie 
przechodzącej przez początek układu spółrzędnych. 

Przyjmijmy, że wielkości u i v są stałemi, przyczem przy- 
najmniej jedna z nich jest różna od 0, wielkości zaś x i y są 
zmiennemi. Prosta (u, v) jest wtedy prostą właściwą. Z roz- 
ważań $ 16 wynika, że równanie (1) przedstawia w tym 
` przypadku ogół punktów właściwych prostej (u, v). 

Odwrotnie, przyjmijmy, że wielkości x i y są stałemi, 
przyczem przynajmniej jedna z nich jest różna od 0, wiel- 
kości zaś ui v są zmiennemi. Punkt (x, y) jest wtedy różny 
od początku układu spółrzędnych, przyczem za spółrzędne 
jednorodne Hesse'go tego punktu możemy przyjąć liczby 
x, y, 1. A zatem, opierając się na rozważaniach § 17, mo- 
żemy powiedzieć, że równanie (1) przedstawia ogół prostych, 
przechodzących przez punkt (x, y), z wyjątkiem prostej, łą- 
czącej ten punkt z początkiem układu spółrzędnych. 

Równanie (1) przedstawia więc albo prostą właściwą, nie 
przechodzącą przez początek układu spółrzędnych, albo też 
punkt właściwy, *różny od początku układu spółrzędnych, 
w załeżności od tego, czy wielkości uiv uważamy za stałe, 
wielkości zaś xiy za zmienne, czy też odwrotnie. Dlatego 
też równanie (1) nazywamy równaniem prostej, 
wzślędnie punktu, w postaci dwoistej w spół- 
rzędnych niejednorodnych. 


Przykłady.  Prostą (2, 3) możemy przedstawić przez 
równanie 2x--3y | 1=0. Punkt (1, —2) możemy przedsta- 
wić przez równanie u—2v--1=0. Spółrzędnemi prostej 


5x —4y--7—=0 są liczby > i zi Spółrzędnemi punktu 
4u—3v -+2 =0 są liczby 2i—3. 
$ 20. Streszczenie wyników, otrzymanych w S$ poprze- 


dnich. Wprowadziliśmy 3 układy płaskie spółrzędnych : 
Descartes'a, Pliicker'a i Hesse go. 


= 6 1 


W układzie płaskim spółrzędnych Descartesa każdy 
punkt właściwy możemy przedstawić przez spółrzędne x, y 
(§ 2), każdą prostą właściwą możemy przedstawić przez 
równanie Ax + By C=0 ($ 3); odwrotnie, każde 2 liczby 
rzeczywiste skończone x i y mogą być uważane za spół- 
rzędne pewnego w zupełności określonego punktu ($ 2), oraz 
każde równanie Ax By C=0, którego spółczynniki są 
liczbami rzeczywistemi, przyczem przynajmniej jeden ze spół- 
czynników A i B jest różny od 0, może być uważane za 
równanie pewnej w zupełności określonej prostej ($ 6). 

W układzie płaskim spółrzędnych Pliicker'a każdą prostą, 
nie przechodzącą przez początek układu spółrzędnych, możemy 
przedstawić przez spółrzędne u i v (§ 16), każdy punkt, różny 
od początku układu spółrzędnych, możemy przedstawić przez 
równanie Au--Bv-+- C—=0 ($ 17); odwrotnie, każde 2 liczby 
rzeczywiste skończone u i v możemy uważać za spółrzędne 
pewnej w zupełności określonej prostej ($ 16), oraz każde 
równanie Au-|- Bv-- C =0, którego spółczynniki są liczbami 
rzeczywistemi, przyczem przynajmniej jeden ze spółczynników. 
Ai B jest różny od 0, możemy uważać za równanie pewnego 
w zupełności ekreśloneśo punktu ($ 18). 

W układzie płaskim spółrzędnych jednorodnych Hesse go 
każdy punkt i każdą prostą możemy przedstawić zarówno 
przez 3 spółrzędne (§ 9 i § 12), jak też przez równanie jedno- 
rodne stopnia l-ego z 3-ema niewiadomemi ($ 13 i § 10), 
przyczem ani punkt, ani też prosta swych spółrzędnych 
jednoznacznie nie określają, określają one jednoznacznie 
tylko stosunki pomiędzy swemi spółrzędnemi; odwrotnie, 
każde 3 liczby rzeczywiste skończone, z których przy- 
najmniej jedna jest różna od 0, możemy uważać za spół- 
rzędne zarówno pewnego w zupełności określonego punktu 
(§ 9), jak też pewnej w zupełności określonej prostej ($ 12), 
oraz każde równanie jednorodne stopnia l-eśo z 3-ema nie- 
wiadomemi, którego spółczynniki są liczbami rzeczywistemi, 
przyczem przynajmniej jeden z nich jest różny od 0, możemy 
uważać za równanie zarówno pewnej w zupełności określonej 
prostej ($ 11), jak też pewnego w zupełności określonego 
punktu ($ 14). 
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Aby przejść od równania prostej właściwej w układzie 
płaskim spółrzędnych Descartesa do równania tej samej 
prostej właściwej w układzie płaskim spółrzędnych jedno- 
rodnych Hesse go, podporządkowanym wymienionemu ukła- 
dowi płaskiemu spółrzędnych Descartesa, wystarczy w tem 
równaniu zamiast x i y napisać X i Y oraz wyraz niezależny 
pomnożyć przez Z. Odwrotnie, aby przejść od równania 
prostej właściwej w układzie płaskim spółrzędnych jedno- 
rodnych Hesse' fo do równania tej samej prostej w układzie 
płaskim spółrzędnych Descartes'a, któremu wymieniony układ 
płaski spółrzędnych jednorodnych Hesse'go jest podporząd- 
kowany, wystarczy w tem równaniu wielkości X, Y, Z zastą- 
pić wielkościami x, y, 1. 

Aby przejść od równania punktu, różnego od początku 
układu spółrzędnych, w układzie płaskim spółrzędnych 
Pliickera do równania tego samego punktu w układzie płas- 
skim spółrzędnych jednorodnych Hesse 'go, podporządkowanym 
wymienionemu „układowi płaskiemu spółrzędnych Pliicker'a, 
wystarczy w tem równaniu zamiast u i v napisać U i V oraz 
wyraz niezależny pomnożyć przez W. Odwrotnie, aby przejść 
od równania punktu, różnego od początku układu spółrzęd- 
nych, w układzie płaskim spółrzędnych jednorodnych Hesse 'go 
do równania tego samego punktu w układzie płaskim spół- 
rzędnych Pliicker'a, któremu wymieniony układ płaski spół- 
rzędnych jednorodnych Hesse'go jest podporządkowany, wy- 
starczy w tem równaniu wielkości U, V, W zastąpić wielkoś- 
ciami u, v, 1. 

Równanie UX-FVY }WZ=0 przedstawia prostą albo 
punkt w zależności od tego, czy wielkości U, V, W uważamy 
za stałe, wielkości zaś X,Y,Z za zmienne, czy też od- 
wrotnie. 

Równanie u x vy 1 =0 przedstawia prostą albo punkt 
w zależności od tego, czy wielkości u i v uważamy za stałe, 
wielkości zaś x i y za zmienne, czy też odwrotne. 


Rozdział IL 


$ 21. Spółrzędne punktu, wspólnego dwu prostym danym, 
względnie spółrzędne prostej, przechodzącej przez dwa punkty 
dane. 
Niechaj równania 


|A X |- B, Y+CZ=0, | A, UHB VCW 0, 


(a) 4,xBY+CZ=0 | UP] A,U+BV+CW=0 
przedstawiają dwie proste przedstawiają dwa punkty 
różne, t. zn. niechaj warunek 
A, BC, 
(2) Asz W <. GA 


nie będzie spełniony. Spółrzędne 


X, Y, Z punktu, wspólnego U,V,W prostej, przechodzącej 
obydwu prostym (1a), muszą przez obydwa punkty (tb), 


obydwu równaniom (1a) muszą obydwu równaniom (1b) 
czynić zadość, a zatem stosunki pomiędzy temi spółrzędnemi 
są: 
. . bm Bis C; . . = Bı, Ci . 
Ba Xy Z= B. C. Bb UiViwW= B.C.” 
a Cı A s Ax B, = Ci A, ° A, B, 
"VGs A&i | A, Bi NG Aal "| Ay Bal’ 


Stąd więc wynika, że 
punkt, wspólny obydu pro- prosta, łącząca obydwa pun- 
stym (1 a), wtedy i tylko wtedy  kty (1b), wtedy i tylko wtedy 
jest punktem niewłaściwym, przechodzi przez początek 
układu spółrzędnych, 
śdy jest spełniona równość: 
(4) r p =0: 
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Ponieważ ta równość byłaby spełniona również wtedy, 
gdyby 
proste (1a) nakrywały się, punkty (1b) nakrywały się, 


przeto, uważając nakrywanie 
się dwu prostych za przypa- 
dek szczególny ich równo- 
ległości, 


przeto, uważając nakrywanie 
się dwu punktów za przypa- 
dek szczególny tej ich włas- 
ności, iż łącząca je prosta 
przechodzi przez początek 
układu spółrzędnych, 


będziemy mogli wypowiedzieć twierdzenie następujące: 


Warunkiem koniecznym i dostatecznym 


równoległości dwu pro- 
stych A, X HB, Y -C,Z=0 
iA+X-BY--C,4=0 


nato,aby dwa punkty 
A,U=B,V--C;,W=0iA.U- 
-B;yV-(0,W=0Q leżały na 
jednej prostej z początkiem 
układu spółrzędnych, 


jest spełnienie równości 


Rozpatrywaliśmy tu przypadek, gdy 2 


proste dane są określone 
przez swe równania. Gdyby 
zaś 2 proste-dane były okreś- 
lone przez swe spółrzędne 
U,V,„W, oraz U.,V.,W., to, 
chcąc znaleść spółrzędne pun- 
ktu, wspólnego tym dwu 
prostym, moglibyśmy napisać 
ich równania ($ 15) U, X+ 
-- V, V-- W, Z=0 oraz UX+ 
HVY | W.Z=0 i następ- 
nie z tych równań wyzna- 
czyć stosunki pomiędzy spół- 
rzędnemi X, Y, Z szukanego 


punkty dane są określone 
przez swe równania. Gdyby 
zaś 2 punkty dane były okreś- 
lone przez swe spółrzędne 
Xiu W, Zi oraz X. Ya Zeto; 
chcąc znaleść spółrzędne 
prostej, przechodżącej przez 
te dwa punkty, moglibyśmy 
napisać ich równania (§ 15) 
X U +Y, V+Z W=0 oraz 
Xə U + Y V+ Z- W =0 i na- 
stępnie z tych równań wy- 
znaczyć stosunki pomiedzy 
spółrzednemi U, V, W szu- 
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punktu. Otrzymalibyśmy w ten 
sposób: 


(5a) X1YTZ= kge 
. W, U; . U, V, 


+ Wa, U. y U», V2 : 


(5b) U: V: W= y 


kanej prostej. Otrzymalibyś- 


my w ten sposób: 


Yili s 


21 422 


. PARC . Xu Yi ` 
< Za Kè 3 Xa Ya 


Stąd więc wynika, że warunkiem koniecznym 
i dostatecznym 


równoległościdwu pro- 
stych (U), Vi W.) i (U, Va, 
W.) jest: 


na to,aby dwa punkty 
(X, YZ) i (X, Va, Zo) leżały 
na jednej prostej z po- 
czątkiem układu spół- 
rzędnych, jest: 


kN” 
|od 


Jeżeli 


żadna z dwu prostych danych 
nie przechodzi przez początek 
układu spółrzędnych, to wtedy 
każdą z nich możemy określić 
przez spółrzędne Pliicker'a. 


żaden z dwu punktów danych 
nie jest punktem niewłaści- 
wym, to wtedy każdy z nich 
możemy określić przez spół- 
rzędne Descartes'a. 


Z rozważań powyższych wynika, iż warunkiem ko- 
niecznym i dostatecznym 


równoległościdwu pro- 
stych (u,,v,) i (u; və) jest: 


Zastosowanie. 


d, przedstawiona przez równanie Ax + By -+ C=0. 


na to, aby dwa punkty 
(x, yi) i (x, y) leżały na 
jednejprostejz począt- 
kiem układu spółrzęd- 
nych, jest: 


Xi Yi 5 
a Fa 


Niechaj będzie dana prosta właściwa 


Prosta 


właściwa d‘, przedstawiona przez równanie A, x + Bıy + C,==0, 
jest do prostej d równoległa wtedy i tylko wtedy, gdy jest 
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; A YA 
spełniony warunek PEES A Oznaczmy wartość równych 
i 1 


1 w A ,B f s 
sobie stosunków A Í pg, Przez © (liczba © jest skończona 
| s 


i różna od 0, albowiem nie jest możliwe, aby każda z liczb 
A, i B, lub też każda z liczb A i B, była równa 0), Mamy 
więc: A=o4, i B=ọB,. Pomnóżmy równanie prostej d' 
przez ©. Otrzymamy wtedy ©A;,x--oB,y--9C,=0, czyli 
Ax By —C'=0, gdzie symbolem C' oznaczyliśmy iloczyn 
©C,„ Otrzymaliśmy więc: 

Równanie każdej prostej właściwej, równo- 
ległej do prostej właściwej Ax--By-C=0, mo- 
żemy napisać w postaci Ax-By--C =0. 

Rozwiążemy teraz zadanie następujące: dana prosta wła- 
ściwa Ax-| By- C=0Q oraz punkt właściwy (x;,y,), napisać 
równanie prostej właściwej, przechodzącej przez punkt dany 
i równoległej do prostej danej. 

Szukana prosta ma być równoległa do prostej Ax -|- By + 
t C=0, jej równanie można więc napisać w postaci Ax -| 
+ By--C'=0. Szukana prosta ma przechodzić przez punkt 
(x,,y;), zatem spółrzędne tego punktu muszą równaniu szu- 
kamnej prostej czynić zadość, t. zn. musi być spełniona równość 
Am; By,--C'=0, skąd wynika: C'=—Ax,—By, Szu- 
kaną prostą możemy zatem przedstawić przez równanie A x +- 

- By—(Ax;--By,)=0, czyli przez równanie A(x — x,) + 
r Bly=v)=0. 


§ 22. Równanie prostej, łączącej dwa punkty dane, wzglę- 
dniie równanie punktu, wspólnego dwu prostym danym. 
Niechaj będą dane 2 
punkty różne proste różne 
(X, Yu Zi) i (X, Yo, Za). (Ui, V, Wi) i (Uz, Va, Wo). 
Wobec założenia, że te 2punk- Wobec założenia, że te 2 pro- 
ty są różne, ich spółrzędne ste są różne, ich spółrzędne 


warunku warunku 
Xr Y _ Z U, _V,_Wi 
X. Y; Z: U, V: ~ w. 
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nie spełniają. Za spółrzędne 
prostej, łączącej te 2 punkty, 
możemy uważać liczby (§ 21, 
strona prawa) : 


YZ; Z, Xi Xir V ` 
YorZal” |Zo, Xol" | Xo Yo 


A zatem za równanie. 


tej prostej możemy uważać 
równanie (§ 15): 


nie spełniają. Za spółrzędne 
punktu, wspólnego tym dwu 


prostym, możemy uważać 
liczby (§ 21, strona lewa): 
VW, WU, (UV 


Va, W. , Wy, U, Un V, i 


A zatem za równanie 
tego punktu możemy uważać 
równanie ($ 15): 


Vis W, Wi U, 
Vas W; m Wa, U, v 
Ui Vi w- 

FIU V w=0, 

czyli 

U,V, W 

U, Vu W, = 0. 

Uz, Vas W; 


(1b) 


Do równania 


Yar Z: 24 Xo 
Xu Y; 
Ko Yo Z 5 0, 
czyli 
r AE 
(1a) Ay Yir Z; s=(), 
(Ka Yu Z: 
(ia) prostej, łączącej dwa 
punkty różne (X, Yı, Z) 
i (Xo, Yo, Ż%), 


(1b) punktu, wspólnego dwu 
prostym różnym (U, V;, W) 
i (U, Və W), 


można dojść również za pomocą innego rozumowania, a mia- 
nowicie następującego. 


Prosta, łącząca dwa punkty 
różne (41, Y» Z) i (X, Ya, Zo), 


istnieje, a ponieważ każdą 
prostą można przedstawić 
przez równanie, przeto ist- 


nieje równanie 


(2a) AX -+B Y-+CZ=0, 


Punkt, wspólny dwu pro- 
stym różnym (U, V, W) i 
(U., Və W.), istnieje, a ponie- 
waż każdy punkt można 
przedstawić przez równanie, 
przeto istnieje równanie 


(2b) AU--BV+ CW=0, 


którego spółczynniki są liczbami rzeczywistemi, przyczem 
przynajmniej jeden z nich jest różny od 0, przedstawiające 
szukaną prostą. Niechaj (X, szukany punkt. Niechaj (U”, 
V, Z') będzie dowolnym V',W') będzie dowolną prostą 
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punktem szukanej prostej. 
Spółrzędne tego punktu mu- 
szą równaniu (2a) czynić za- 
dość, t. zn. mamy: 


BaB Y -CZ'=0. 


Poza tem spółrzędne dwu 
punktów danych też muszą 
równaniu (2a) czynić zadość, 
mamy więc 


Po By, CZ =, 


R EE y +-CZ.—0. 


Rugując z równań (3a) i (4a) 
wielkości A, B, C,otrzymujemy: 


a, Ne Z” 
A, Yo Z =0. 
| X, Va, Za 


Liczby X, Y, Z' czynią 
więc równaniu 


EUR, 


Xu Yn Z "0 
Xo, Yas Z» 


(5 a) 


zadość. A ponieważ X, Y‘, ż” 
są to spółrzędne dowolnego 
punktu szukanej prostej, prze- 
to możemy powiedzieć, że 
spółrzędne każdego punktu 
szukanej prostej czynią rów- 
naniu (5a) zadość. 

Lecz gdybyśmy wyznacz- 
nik, stanowiący stronę lewą 
równania (5a), rozwinęli we- 
dług elementów pierwszego 


przechodzącą przez szukany 
punkt. Spółrzędne tej prostej 
muszą równaniu (2b) czynić 
zadość, t. zn. mamy: 


(3b) AU" HBV ACU E 


Poza tem spółrzędne dwu 
prostych danych też muszą 
równaniu (2b) czynić zadość, 
mamy więc 


ab) | AU FBVFCW)=0, 
Rugując z równań (3 b) i (4b) 
wielkości A, B,C,otrzymujemy: 


` 


uf, v, W 
U, Vy W, = 0. 
U., Va, W» 


Liczby U”, V‘, W' czynią 
więc równaniu 
U, V, W 


U, Vi, Wi a 0 
U», Və, W. 


(5 b) 


zadość. A ponieważ U', V‘, W“ 
są to spółrzędne dowolnej 
prostej, przechodzącej przez 
szukany punkt, przeto może- 
my powiedzieć, że spółrzędne 
każdej prostej, przechodzącej 
przez szukany punkt, czynią 
równaniu (5b) zadość. 

Lecz gdybyśmy wyznacz- 
nik, stanowiący stronę lewą 
równania (5b), rozwinęli we- 
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dług elemeniów pierwszego 
wiersża, to spostrzeglibyśmy, 
że równanie (5b) 


wiersza, to spotrześlibyśmy, 
że równanie (5a) 


jest równaniem jednorodnem stopnia 1-ego oraz że spółczyn- 

niki tego równania są liczbami rzeczywistemi, przyczem przy- 

najmniej jeden z nich iest różny od 0 [albowiem wszystkie 

3 spółczynniki tego równania byłyby równe 0 tylko w tym 
przypadku, gdyby 


punkty (X, Yi, Z,) i (X, Vs; Z.) 
nakrywały się]. Równanie (5a) 
przedstawia więc pewną w zu- 
pełności określoną prostą ($11). 
A ponieważ, jak widzieliśmy, 
spółrzędne każdego punktu 
szukanej prostej czynią rów- 
naniu (5a) zadość, przeto rów- 
nanie (5a) przedstawia szu- 
kaną prostą. 


proste (U;, Vy, W,) i {U> Vo, W.) 
nakrywały się]. Równanie (5b) 
przedstawia więc pewien w Zu- 
pełności określony punkt ($ 14). 
A ponieważ, jak widzieliśmy, 
spółrzędne każdej prostej prze- 
chodzącej przez szukany 
punkt, czynią równaniu (5b) 
zadość, przeto równanie (5b) 


| przedstawia szukany punkt. 


Zresztą możnaby rozumować jeszcze inaczej, a mianowicie 
w ten sposób. 


Dane są 2 punkty różne 
(Xi, Yı, Z) i (Xz, Yo, Zə). Do- 


wiedziemy, że równanie 
AZ 


Xi, Yi Z =0 
X, Ya, Z» 


(6a) 


przedstawia prostą, przecho- 
dzącą przez te 2 punkty. 


Dane są 2 proste różne 
(U, Vy, W) i (U., Va, W»). Do- 


wiedziemy, że równanie 
U, V, W 


U, Vi, W, ~ 0 
U» Vos W» 


(6b) 


przedstawia punkt, wspólny 


tym 2 prostym. 


W tym celu zwróćmy uwagę na to, że gdybyśmy wy- 


znacznik, stanowiący stronę lewą rozpatrywanego równania, 

rozwinęli według elementów pierwszego wiersza, to wtedy 

stałoby się widocznem, że rozpatrywane równanie jest rów- 

naniem stopnia 1-ego, że jego spółczynniki są liczbami rzeczy- 

wistemi i że przynajmniej jeden z tych spółczynników jest 
różny od 0. To równanie przedstawia zatem 
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pewną w zupełności określo- 
ną prostą. lecz gdybyśmy 
w wyznacznik, stanowiący 
stronę lewą równania (6a), 
zamiast niewiadomych 4, Y, Z 
wstawili liczby X, Y, Za 
względnie X, Yə Zə 


] 
| 


| 
| 
| 
| 


pewien w zupełności określo- 
ny punkt. Lecz gdybyśmy 
w wyznacznik, stanowiący 
stronę lewą równania (6b), 
zamiast niewiadomych U, V, W 
wstawili liczby U, Ve, Wy, 
względnie U., V., Wo, 


to wtedy wiersz pierwszy tego wyznacznika byłby taki sam, 
jak wiersz drugi, względnie trzeci, wynacznik byłby więc 
równy 0, t. zn. spółrzędne obydwu 


punktów danych czynią rów- 
naniu (6a) zadość, a zatem 
prosta, jaką równanie (6a) 
przedstawia, przechodzi przez 
obydwa punkty dane. 


prostych danych czynią rów- 
naniu (6b) zadość, a zatem 
punkt, jaki równanie (6b) 
przedstawia, należy do oby- 
dwu prostych danych. 


Rozpatrywaliśmy tu przypadek, gdy 2 


punkty dane są określone 
przez swe spółrzędne jedno- 
rodne Hesse'go. Gdyby jednak 
żaden z tych 2 punktów da- 
nych nie był punktem nie- 
właściwym, to wtedy te punkty 
mogłyby być określone przez 
swe spółrzędne Descartes'a 


| 


Xi Yı OrAZ Xə Yə Otrzymamy | 


równanie prostej, łączącej te 
2 punkty, zastępując w rów- 
naniu (6 a) wielkości X, Y4, Z; 
wielkościami x, Yı 1, wiel- 
kości Xə» Yə Z» wielkościami 
Xə» Yə» 1, oraz, ewentualnie, 


wielkości X, Y, Z wielkościami | 


X% y, 1. 


i 


proste dane są określone przez 
swe spółrzędne jednorodne 
Hesse' go. Gdyby jednak ża- 
dna z tych 2 prostych danych 
nie przechodziła przez po- 
czątek układu spółrzędnych, 
to wtedy te proste mogłyby 
być określone przez swe spół- 
rzędne Pliickera u;, v, oraz 
us, Və Otrzymamy równanie 
punktu, wspólnego tym 2 pro- 
stym, zastępując w równaniu 
(6b) wielkości U, V,, W, wiel- 
kościami u, v;, 1, wielkości 
U.,V., W, wielkościami u», va 1, 
oraz, ewentualnie, wielkości 
U, V, W wielkościami u, v, 1. 


A zatem za równanie 


prostej, łączącej dwa punkty punktu, należącego do dwu 


F. Włodarski, Geom. anal. pł, cz. L 


7 
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dane (x,,y,) i (xay), możemy 
uważać równanie 


|x,y,1 
STRAT 1 a =0,. 
ža ya 1 


(7a) 


czyli rówanie 


prostych danych (u;,v;) i (u,v), 
możemy uważać równanie 


u,v,1| 
u, Vi 1 |==(, 
Ua Va 1 


(7b) 


| czyli równanie 


(8a) (y;—vs) x — (x; — x) y + | (8b) (v; — va) u — (u, — u.) v+ 


Hix y:— xy) "0. | 


§ 23. 


+H (u va — u: v) =0. 


Trzy punkty, leżące na jednej prostej, względnie 


trzy proste, przechodzące przez jeden punkt. 
Niechaj będą dane 3 


punkty (41, Yi zi (X>, ye; Zə), 
(Xz, Ys, Za). Równania 


(A0 ly y, y -Z,W=0, 
X,U--Y,V--Z,W—=0, 


(1a) 
|KU+Y,V+Z,W=0 


są równaniami tych 3-ech 
punktów. Wymienione punkty 
dane leżą na jednej prostej 
wtedy i tylko wtedy, gdy rów- 
nania (1a) posiadają rozwią- 
zanie, różne od 0, 0, 0. 


proste (U;, Vy, W), (U2, Va, W3), 
(U3, V3, W). Równanie 


| 4 $ V, Y + W, Z=zQ, 
(1b) | UX -+V Y+W,Z=0, 
|UUX+VY+W,Z=0 


są równaniami tych 3-ech 
prostych. Wymienione proste 
dane przechodzą przez jeden 
punkt wtedy i tylko wtedy, 
gdy równania (1b) posiadają 
rozwiązanie, różne od 0,0,0. 


A zatem warunkiem koniecznym i dostate- 
cznym na to, aby 3 


punkty (Xi Yin 2i), (Xa, V>, Zə), 
(Xas Yas Za) leżały na jednej 
prostej, jest spełnienie 
równości: 


proste (U, V, W3), (Ux, Vz W3), 
(Uz, Vs Wa) przechodziły 
przez jeden punkt, jest 
spełnienie równości: 


XYZ; |U Wy W, 
(2a) X. Ya, Że | zz 0. (2b) | Uz Va W. —v. 
Xa Ya Z | | Uz ZUA 
Gdyby 3 
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punkty dane były określone proste dane były określone 
przez swe równania przez swe równania 
A,U=B,V+C, w=0, SCREAM CZs 0, 
(3a) A U-}HB:V-+-C:-W=0, (3b) A X-B: Y+-C Z= 0, 
| A UŁB,V CW=0, A;,X+B;Y+C,Z=0, 


to warunkiem koniecznym i dostatecznym na 
to. aby te B 


punkty leżały najednej prostej, proste przechodziły przez 
jeden punkt, 


byłoby spełnienie równości: 


Ay Bı, C; 
(4) A. Ba, Co =0. 
Au Ba, C3 
Warunkiem koniecznym i dostatecznym na 
to, aby 3 
punkty (xyi), (x, Vs), (x, Ja) proste (ui, vi), (uz, və), (uz, V3) 
leżały na jednej prostej, jest przechodziły przez jeden 
spełnienie równości: punkt, jest spełnienie równości: 
Kir Fis 1 us, Vs, 1 
(5a) Kar Ys 1 = 0. (5b) Ma, Va, VIez 0. 
Kzy Vas 1 U, Vy, 1 


$ 24. Jakakolwiek liczba skończona punktów, leżących 
na jednej prostej, względnie jakakolwiek liczba skończona 
prostych, przechodzących przez jeden punkt. 


Niechaj będzie danych n 
punktów (X, V, Zi), (Xas Yar Zə), prostych (U;, Vi LA (Ua, Va Wa, 
AARI E a: z OUR 
Dowiedziemy, że warunkiem koniecznym i do- 
statecznym na to, aby wszystkie 


punkty dane leżały na jednej proste dane przechodziły przez 
prostej, jest znikanie wszyst- jeden punkt, jest znikanie 
7” 
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kich wyznaczników rzędu 3-$o wszystkich wyznaczników rzę- 


macierzy du 3-ego macierzy 
Xu Yn Zi | | Ur Vue W, 

Kas Ya Z: | | Ua Vo, W. 
(1a) CHEN > | (PBL>zf FC 2 
ERRI U mV mW n 


Że ten warunek jest konieczny, wynika bezpośrednio 
z rozważań $ 23. Że zaś jest on dostateczny, możemy do- 
wieść w sposób następujący. 

Przypuśćmy, że wszystkie wyznaczniki rzędu 3-$o macierzy 
(1 a) sąrówne 0. Istnieją 2 moż- (1 b) są równe 0. Istnieją 2 moż- 
liwości: albo wszystkie punkty liwości: albo wszystkie proste 
dane nakrywają się, albo też , dane nakrywają się, albo też 
nie. Gdyby wszystkie punkty | nie. Gdyby wszystkie proste 
dane nakrywały się, to, oczy- | dane nakrywały się, to, oczy- 
wiście, moglibyśmy uważać je | wiście, moglibyśmy uważać je 
za leżące na jednej prostej. | za przechodzące przez jeden 
Pozostaje nam więc rozpatrzeć : punkt. Pozostaje nam więc roz- 
przypadek, gdy niewszystkie patrzeć przypadek, gdy nie- 
punkty dane nakrywają się, wszystkie proste dane nakry- 
t. zn. gdy istnieją pomiędzy ` wają się, t. zn. gdy istnieją po- 
nimi przynajmniej 2 punkty między niemi przynajmniej 2 
różne. Niechaj więc np. punkty proste różne. Niechaj więc np. 
(Xk Yki Zyl i (Xh Y, Z) bedą proste (Uk Vk Wg) i (UL VI, w) 
dwoma punktami różnymi (t. będą dwiema prostemiróżnemi 
zn. nie nakrywającymi się), | (t. zn. nie nakrywającemi się), 
należącymi do punktów da- | należącemi do prostych da- 
nych. Istnieje jedna i tylko | nych. Istnieje jeden i tylko 
jedna prosta d, przechodząca jeden punkt P, należący do 
przez te 2 punkty. Ponieważ tych 2 prostych. Ponieważ 


Xir Yi Zi Un Vi W, 
Xp, Yg Zk | 70 Uk Ve Wk =0, 
Xn Yr Zi Un VW, 


gdzie i oznacza jakąkolwiek gdzie i oznacza jakąkolwiek 
liczbę dodatnią całkowitą nie- liczbe dodatnią całkowitą nie- 
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większą od n, przeto ($ 23) 
każdy z punktów danych leży 
z punktami (X k, Yk, Z k) i (X, 
Y, Zi) na jednej prostej, t. zn. 
każdy z punktów danych leży 
na prostej d. 


większą od n, przeto ($ 23) 
każda z prostych danych prze- 
chodzi z prostemi (U k, V;,W 4) 
i (U, Vp W) przez jeden punkt, 
t zn. każda z prostych danych 
przechodzi przez punkt P. 


Twierdzenie nasze zostało zatem dowiedzione. 


Warunkiem koniecznym i dostatecznym na 


to, aby 
punkty proste 
A, U++B,V+-C,Ww=0, A, X t B, t C, = 
A, U + B. V + Ca W50, A,X—B A 


po Joo, 0,0 4 © W. e m dia,oiSg 


leżały na jednej prostej, 


przechodziły przez jeden 
punkt, 


jest znikanie wszystkich wyznaczników rzędu 3-ego macierzy 


A; B;, C; 
As, Ba, 

(3) owe Pyta © p 
Am B m C n 


Warunkiem koniecznym i dostatecznym na 
to, aby 


punkty (xyi), (xy aiies (xn Vn ) 
leżały na jednej prostej, jest 
znikanie wszystkich wyznacz- 
ników rzędu 3-go macierzy 
Xis Fis 1 
Xaya i 
(4a) À x ą 


PT 


proste (u, vı), (Ua V2),..., (Un, Vn) 
przechodziły przez jeden 
punkt, jest znikanie wszyst- 
kich wyznaczników rzędu 
3-ego macierzy 


Uj Vis 1 
Ua Va, Í 
aa er 
Unna 1 
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§ 25. Równanie oraz spółrzędne prostej, przechodzącej 
przez punkt przecięcia się dwu innych prostych, względnie 
równanie oraz spółrzędne punktu, należąceśo do prostej, 


łączącej dwa inne punkty. 


Niechaj będą dane 2 


proste różne d, i d», przed- 
stawione odpowiednio przez 
równania: 


|A X—- B, Y-- C,Z=0, 


(1a) |Ą,X-+B.Y+-C:Z—=0. 


Ponieważ, według założenia, 
proste dı i dọ 


punkty różne P, i P}, przed- 
stawione odpowiednio przez 
równania: 


[A4 U+B,V+C,W=0, 
(tb) |4,U-B.V+- (,W=0. 


Ponieważ, wedłuś założenia, 
punkty P; i P} 


są różne, przeto warunek 


(2) fi 


Bi) 


c 


nie jest spełniony. Oznaczmy trójmiany 


A,X--BLY+G,Z i 
1- BYKA CZ 


A. X T 


t.zn. 
L, =L (A, Y, Z) 
A X+- B, Y+ CZ, 
La (X, y, Z) 


(3a) ja | 


(znak = oznacza tu tożsamość]. 


prostych d; i d, możemy więc ` 


napisać w ten sposób: 


| £ (X, Y, 2) =0, 
| L+ (X, y, Z)=0, 


albo też wprost tak: 
Lı =0 i La = 0; 


(4a) 


(5a) 


odpowiednio 
przez L (X, Y, Z) i L.(X, Y, Z), 
lub też wprost przez Lı i La 


A. X -B,Y + C: Z 


A, U+-B VCW i A&4U+ 
LB: V-+C:W odpowiednio 
przez M, (U, V, W) i M. (U, V, W), 
lub też wprost przez M, i Ma 
t. zn. 


M, M, (UV, w) 
ei A; U=B, V | m C, W, 


(3b) | M. = M (U, V, W) 


Równania 
punktów P; i Pa możemy więc 
napisać w ten sposób: 

Í M, (U, V, W)=0, 
Gb) | M, (U, V, wW) =0, 


albo też wprost tak: 


(5b) M, =0 i M:=0. 
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Weźmy pod uwagę równość 


hs. Li (X, Y, Z) + h. Mı (U, V, W) -+ 


Ga EuL ZY=0, Faa. M.(U,V, W) =0, 


(6b) 
gdzie ^% i +. są to jakieś dwie liczby rzeczywiste skończone 
stałe, z których przynajmniej jedna jest różna od 0. Czy 
jest możliwem, aby ta równość była tożsamością, t. zn. aby 
była spełniona dla wszelkich wartości niewiadomych? Ta 
równość byłaby tożsamością wtedy i tylko wtedy, gdyby po 
wykonaniu redukcji każdy spółczynnik trójmianu, stanowiącego 
stronę lewą tej równości, był równy 0, t. zn. gdyby było: 


(D 4,A,F/As=0, 4y4B,/4B,=0, 1, C,/4C5=0. 


Lecz ze spełnienia warunków (7) wynika spełnienie wa- 
runków ,2), a ponieważ warunki (2) nie są spełnione, przeto 
nie mogą być spełnione i warunki (7), t. zn. rozpatrywana 
równość nie może być tożsamością. Rozpatrywana równość 
jest więc równaniem i przytem równaniem jednorodnem sto- 

pnia 1-ego z 3-ema niewiadomemi 

X, Y, Z, przedstawia zatem pe- U, V,W, przedstawia zatem pe- 
wną w zupełności określoną wien w zupełności określony 
prostą d, punkt P. 

Dowiedzieiny, że 
prosta d przechodzi przez | punkt P należy do prostej, 
punkt przecięcia się prostych | łączącej punkty P, i Pa 
dı i da 

Oznaczmy w tym celu | Oznaczmy w tym celu 
spółrzędne punktu przecięcia | spółrzędne prostej, łączącej te 
się tych dwu prostych przez | dwa punkty, przez Uo, Vo, Wo- 
Xo, Yo, Zo- Punkt (Xo, Yo, Zo) na- | Prosta (U, Vo, Wo) przechodzi 
leży do każdej z prostych d, | przez każdy z punktów P, i Pa, 
i d., zatem jego spółrzędne | zatem jej spółrzędne równa- 
równaniu każdej z tych dwu | niu każdego z tych dwu punk- 
prostych muszą czynić zadość, | tów muszą czynić zadość, t.zn. 


t. zn. mamy: | mamy: 
| Li (Xos Yos Za) =0, | | M, (Un Vo W= 0, ° 
Ba) | Es (Ko YuZ =0. | CH) | Mi (Un Var W=. 
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Lecz spełnienie równości (8a) 
pociąga za sobą spełnienie 
równości 


(9a) 44. Li (Xo, Yo, Zo) + 
H łą. La (Xor Yos Zo) 570, 


ze spełnienia zaś tej ostatniej 
równości wynika, że spółrzę- 
dne punktu (X, Yos Zo) czynią 
zadość równaniu (6a), przed- 
stawiającemu prostą d, a zatem 
prosta d przez punkt (X, Yo, Zo) 
przechodzi, 


Lecz spełnienie równości (8b) 
pociąga za sobą spełnienie 
równości 


(9b) hy. M, (Uo, Vo Wo) Sa 
E ką, M, (Un Vo w, = 0, 


ze spełnienia zaś tej ostatniej 
równości wynika, że spółrzę- 
dne prostej (Uo, Vo, Wo) czynią 
zadość równaniu (6b), przed- 
stawiającemu punkt P, a zatem 
punkt P do prostej (Us, Vo, Wa) 
należy, 


czego właśnie chcieliśmy dowieść. 


Dowiedziemy teraz, że, odwrotnie, równanie 


każdej prostej, przechodzącej 
przez punkt przecięcia się 
prostych d, i d., można napi- 
sać w tej postaci, w jakiej jest 
napisane równanie (6a), innemi 
słowy dowiedziemy, że: jeżeli 
d jest jakąkolwiek prostą, 
przechodzącą przez punkt 
przecięcia się prostych d, i də, 
to wielkościom 4, i 4. można 
nadać takie 2 wartości rzeczy- 
wiste skończone, iż równanie 
(6a) będzie przedstawiało pro- 
stą d'. 


Niechaj bowiem d' będzie | 


dowolną prostą, przechodzącą 


| 


przez punkt przecięcia się pro- | 


stych d, i də») Weźmy na pro- 
stej d dowolny punkt (X,Y”, Z), 
różny od punktu przecięcia 
się prostych d; i d Wstawmy 
następnie w równanie (6a) za- 
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każdego punktu, należącego 
do prostej, łączącej punkty 
P, i Po, można napisać w tej 
postaci, w jakiej jest napisane 
równanie (6b), innemi słowy 
dowiedziemy, że: jeżeli P“ jest 
jakimkolwiek punktem, nale- 
żącym do prostej, łączącej 
punkty P, i P}, to wielkościom 
ły i å można nadać takie 2 
wartości rzeczywiste skoń- 
czone, iż równanie (6b) będzie 
przedstawiało punkt P“. 


Niechaj bowiem P* będzie 
dowolnym punktem, należą- 
cym do prostej, łączącej pun- 
kty P,iP.. Przesuńmy przez 
punkt P'* dowolną prostą (U, 
V', W”), różną od prostej, łą- 
czącej punkty P, i Po Wstaw- 
my następnie w równanie 
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miast niewiadomych X, Y, Z 
wartości X,Y',Z' i obliczmy 
wtedy z tego równania A; i A.. 
Otrzymamy 
(10a) 74:22 = La (X, Y", Z): 

se Li BE u PA) 
Jeżeli więc wielkościom 44 i ^ 
nadamy wartości 
| h= p La (X,Y,Z), 
l ha =— 0: Li (X YZ”), 


gdzie © oznacza jakąkolwiek 


(11a) 


(6b) zamiast niewiadomych 
U, V,W wartości U,V',W' 
i obliczmy wtedy z tego rów- 
nania 2, i 4, Otrzymamy 


(10b) 21:23 = Ma(U", V‘, W°): 
MO EV Ma 

Jeżeli więc wielkościom 7; i ^ 

nadamy wartości 

| t= Ma (U WW), 


(1b) |; eM (WW), 


liczbę rzeczywistą skończoną, 


różną od 0, to wtedy równanie 


(6a) będzie przedstawiało 
prostą d', innemi słowy rów- 
nanie 


(12a) ò. Lal% YZ’). L (X,Y,Z)— 
ec. 9.Li(C,Y,Z) z L-(X,Y, Z) nec 0 


przedstawia prostą d'. Albo- 
wiem to równanie przedstawia 
prostą, przechodzącą przez 
punkt przecięcia się prostych 
dy i ds oraz przez punkt 
(X,Y', Z”), posiadającą więc 
z prostą d dwa różne punkty 
wspólne, a zatem nakrywa- 
jącą ją. 

Przyczem poz 
(Ila) niema innych wartości 
na ł4 i k, którym odpowia- 
dałaby prosta d'. 


Jeżeli zatem 44, h.' oraz 4 


(6b) będzie przedstawiało 
punkt P‘, innemi słowy rów- 
nanie 


(12b). MaU", V, W.M (U, V, W — 
—0, Mi(U', V W). MAU, V, W= 0 


przedstawia punkt P'. Albo- 
wiem to równanie przedstawia 
punkt, należący do prostej, 
łączącej punkty P, i Pa oraz 
do prostej (U',V',W'), będący 
więc punktem przecięcia się 
tych dwu prostych, a zatem 
nakrywający punkt P’. 


a wartościami 

(11b) niema innych wartości 
na å iż» którym odpowia- 
dałby punkt P“. 


" 


oznaczają 2 pary war- 


LOPE - 
1, M 


tości, którym odpowiada 


jedna i ta sama prosta, 


to wtedy i tylko wtedy zachodzi równość łą' 44 = hy" 1 44, 


WWW 


jeden i ten sam punkt, 
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Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie następujące: 
Jeżeli równania 


L: X, y, Z) A,X 1 
, T B; y Ciz =0, 
(3a) £.(X,Y,Z)= AX + 
| HB: Y- C.Z=0 


przedstawiają 2 proste 
różne d, i dọ to wtedy 
równanie 
(14a) iy. L (X, UAA Tr 

T ka. La (X, y, 2) 0, 


M, (U, V, W) = A, U — 


-Bi V+C, W=0, 
(13 b) M (U,V,W) "AU - 
L B, V+C W=0 


przedstawiają 2 punkty 
różne P,iP. to wtedy 
równanie 


(14b) 4. Mı (U, V, W) + 
f łą. Ma (U, V, W) =0, 


gdzie /, iż są jakiemikolwiek dwiema liczbami 
rzeczywistemi skończonemi, z których przy- 
najmniej jedna jest różna od 0, przedstawia 


prostą, przechodzącą 
przez punkt przecięcia 
sie prosty ciki ap n Sao, 
i przytem każdą prostą, 
przechodzącą przez 
wymieniony punkt, 
można przedstawić przez 
równanie tej postaci. 


Dwu parom wartości hy, ł» oraz 4", À 


punkt, należący do pro- 
stej, łączącej punkty 
P, i Pa iprzytem każdy 
punkt, należący do wy- 
mienionej prostej, moż- 
na przedstawić przez 
równanie tej postaci 


t 
e 


odpo- 


wiada 


jedna ita sama prosta 


jeden i ten sam punkt 


wtedy i tylko wtedy, gdy jest spełniona rów- 
MOŚĆ 4p dod E LZ 
Jeżeli więc za 4, i^» będziemy brali wszystkie pary liczb 
rzeczywistych skończonych, z których przynajmniej jedna 
jest różna od 0, to równanie 


(14a) będzie przedstawiało (14b) będzie przedstawiało 
ośół prostych, przechodzących ogół punktów, należących do 
przez punkt przecięcia się prostej, łączącej punkty: P, 
prostych d, i d». i P.. 
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Gdybyśmy zamiast dwu czynników nieoznaczonych 24 i łą 
wprowadzili tylko jeden czynnik nieoznaczony 1, t. zn. gdy- 
byśmy zamiast równania 


(14a) rozpatrywali równanie 
(15a) L, (X, Y, Z) + 

le Ke La (X, Y, Z) =0, 
wzglednie 


(16a) 2. L, (X, Y, Z) = 
+ laą(4%, Y, Z)=0, 


(14b) 


(15b) M, (U, V, W) 
Li, Ma (U, V, W)=0, 


rozpatrywali równanie 


wzglednie 


(16b) à. Mı (U, V, W) + 
r M (U, V, W)=0, 


to wprawdzie moglibyśmy powiedzieć, że przy każdej war- 
tości rzeczywistej skończonej czynnika A równanie 


(15a), wzślędnie (16a), przed- 
stawia prostą, przechodzącą 
przez punkt przecięcia się 
prostych d, i d., nie mogli- 
byśmy jednak powiedzieć, że, 
również odwrotnie, każdą 
prostą, przechodzącą przez 
wymieniony punkt, 


(15b), względnie (16b), przed- 
stawia punkt, należący do 
prostej, łączącej punkty P; i P., 
nie moglibyśmy jednak po- 
wiedzieć, że, również od- 
wrotnie, każdy punkt, nale- 
żący do wymienionej prostej, 


możemy przedstawić przez równanie tej postaci. 
Mianowicie przez równanie tej postaci, jaką posiada 
równanie 


(15aj, wzślędnie (i6aj, mogli- 
byśmy przedstawić każdą pro- 
stą, przechodzącą przez punkt 
przecięcia się prostych d; i də, 
z wyjątkiem prostej d», wzgl. d4. 


(15b), względnie (16b), mogli- 
byśmy przedstawić każdy 
punkt, należący do prostej, 
łączącej punkty P; i P., z wy- 
jątkiem punktu P., wzgl, P.. 


Jeżeli więc za ^% będziemy brali wszystkie wartości rze- 
czywiste skończone, to równanie 


(15a), względnie (16a), będzie 
przedstawiało ogół prostych, 
przechodzących przez punkt 
przecięcia się prostych d, i d», 
z wyjątkiem prostej d., wzgl. d}. 


(15b), względnie (16b), będzie 
przedstawiało ogół punktów, 
należących do prostej, łączą- 
cej punkty P, i P., z wyjąt- 
kiem punktu P., wzślędnie P}. 


Niechaj będą dane 2 


WW 
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proste różne (U, Vu W4) i (Uz 
Və W) Te proste możemy 
przedstawić przez równania 


[UX T V yY- w,z=0, 
(17) |U,X + V Y+ W,Z=0. 


O równaniu 


h (Dy X-H V; YW, Z) + 
1 %ą (U, X-- V. Y+ W. Z) =0, 


czyli 


(18a) (à: U, + ha U.) X t 
H (4 V; E ha V3) y F 
H Wita W) Z= 0 


moglibyśmy powiedzieć to, co 
powiedzieliśmy wyżej o rów- 
naniu (14a), a ponieważ za 
spółrzedne prostej, jaką rów- 
nanie (18a) przedstawia, mo- 
żemy uważać liczby 
Ją Ur +a Ua, 2, Vit łą Va, 

ką Wi ła Wa, 


punkty różne (X, Yı, Z4) i (Xə, 
Yə, Zə). Te punkty możemy 
przedstawić przez równania 


[X, U—Y,V--Z,W=0, 
(17b) |x, U+ Y+V+-Z.W=0. 


O równaniu 


h (X, U4 Y: V-Z: W) -+ 
H ta (X: U +4- Ya V-- Z. W) =0, 


czyli 


(18b) RA EART- 
-- (2, V; b i Vs) V + 
- (4 Z, + 34 Z.) W=0 


moglibyśmy powiedzieć to, co 
powiedzieliśmy wyżej o rów- 
naniu (14b), a ponieważ za 
spółrzędne punktu, jaki rów- 
nanie (18b) przedstawia, mo- 
żemy uważać liczby 
M, X, FiXa ły Yı T Xo Ya, 

TA i ba a, 


mamy przeto twierdzenie następujące: 
Jeżeli 


(U Vi Wi) i (Us, VW) są dwie- 
ma prostemi różnemi, 
to spółrzędne 


łą U, + ho Ua, 
ką V, UT ha Vis 


(19a) 
| KATA 


łą W; 


(XV Z1) i (Xz Y», Z) są dwo- 
ma punktami różnymi, 
to spółrzędne 


| 1,44-1,%, 
(19b) hy Yat łą Yis 
łą Z, +24 Zo, 


gdzie 4, i łą są jakiemikolwiek dwiema liczbami 
rzeczywistemi skończonemi, z których przynaj- 
mniej jedna jest różna od 0, przedstawiają 


prostą, przechodzącą 
przezpunktprzecięcia 


punkt, należący do pro- 
stej,j łączącej punkty 


www.rcin.org.pl 


— 109 — 


się prostych 
i (U„V.,W.), i przytem 
każdą prostą, przecho- 
dzącą przez wymienio- 
ny punkt, można przed- 
stawić przez spółrzę- 
dne tej postaci 


(UV Wy) | 


(X, Yi Zi) i (Xa, Ya Zh i przy- 
tem każdy punkt, nale- 
żący do wymienionej 
prostej, można przed- 
stawić przez spółrzędne 
tej postaci. 


I gdybyśmy tu znów zamiast dwu czynników nieoznaczo- 
nych å; i 44 wprowadzili tylko jeden czynnik nieoznaczony 2, 
t. zn. gdybyśmy zamiast spółrzędnych 


(19a) rozpatrywali spółrzędne 


| U; t i Ua, 
(20a) VEA Va 

| W,-+4W., 
względnie 

LU, r U, 
(21a) | i V; - V 

| AW +W 


(19b) rozpatrywali spółrzedne 


| XM; Gł X, 

(20b) Yi -tÀ Yau 

| z+1Z. 
wzślędnie 

| pa X vr X», 

(21b) Á y, i Ya 

f. Ži f Ż+, 


to moglibyśmy powiedzieć, że przy każdej wartości rzeczy- 
wistej skończonej czynnika A spółrzędne 


(20a), względnie (21a), przed- 
stawiają prostą, przechodzącą 
przez punkt przecięcia się 
prostych (U„V,,W/) i (U.,V,W.), 
oraz że przez spółrzędne tej 
postaci, jaką posiadają spół- 
rzędne (20a), względnie (21a), 
można przedstawić każdą 
prostą, przechodzącą przez 
wymieniony punkt, z wyjąt- 
kiem prostej  (U., V., W, 
względnie (U;, V;, W). 


(20b), względnie (21b), przed- 
stawiają punkt, należący do 
prostej, łączącej punkty 
(Xi, Yi, Z1) i (X,,YVo, Zz), oraz że 
przez spółrzędne tej postaci, 
jaką posiadają  spółrzędne 
(20b), względnie (21b), można 
przedstawić każdy punkt, na- 
leżący do wymienionej prostej, 
z wyjątkiem punktu (X, Y>, Zə), 

względnie (X,Y, Z). > 


Niechaj bedą dane 2 różne 


WWW 
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proste właściwe d, i d» 
przedstawione przez równa- 


nia: 
L,(x,y,1) A x 
E Bıy t C= 0, 
22 20 | E xy, = Axt 
- Byy +C=0. i 


punkty P, i Pa z których 
żaden nie nakrywa po- 
czątku układu spół- 
rzędnych, przedstawione 
przez równania 


M, (u, v, 1) = A, u = 


+ Bv -€, =0, 
-22b) | M; (u, v, 1) = A. u -+ 
|- Bav + C =f), 


Weźmy pod uwagę równania: 


(23a) /,. Ly(x,y, 1) + 
H âs. Lale y, 1) =0, 


(24a) Ł,(x,y, 1) + 


(23 b) łą , M (u, V, 1) T 
T ha . M; (u, V, 1) = 0, 


(24 b) M, lu, v, 1) + 


Hi, Lal y, 1) =0, Hi. Malu, v, 1) =0, 

(25a) *. Li (x,y, 1) + (25b) 4. M, (u,v,1) + 
l- La (x, y, 1) 0. l- Me (u, v, 1) = 0; 

Jeżeli 2 


proste d, i danie są do siebie 
równoległe, to o równaniach 
(23 a), (24a), (25 a) możemy po- 
wiedzieć to, co powiedzieliśmy | 
wyżej o równaniach (14 a), | 
(15a), (16 a). 


punkty P, i Pe nie leżą na 
jednej prostej z początkiem 
układu spółrzędnych, to o rów- 
naniach (23 b), (24b), (25 b) 
możemy powiedzieć to, co po- 


| wiedzieliśmy wyżej o równa- 


| niach (14b), (15b), (16b). 


| 


Przypadek zaś, gdy 


proste dy i d, są wzajemnie 
równoległe, 


punkty P, i Pa leżą na jednej 
prostej z początkiem układu 
spółrzędnych, 


różni się od przypadku poprzedniego tem, że w pierwszem 
z pośród 3-ech rozpatrywanych równań czynnikom +, i/, nie 
można nadawać wartości, spełniających warunek 4, $% =4Ab>. 
:— A =B :— B, w drugiem z pośród 3-ech rozpatrywanych 
równań czynnikowi A nie można nadawać wartości A= 
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U 


A B; A 
= yy = w końcu, w trzeciem z pośród trzech roz- 
patrywanych równań czynnikowi 4 nie można nadawać wartości 
A. B. , z s 
2 wę” ŻY (albowiem przy tych wartościach wymienio- 
i i 


nych czynników spółczynniki przy niewiadomych w rozpa- 


trywanych równaniach po wykonaniu redukcji stają się 
równe 0), oraz że 
prostej niewłaściwej, która | początku układu spółrzęd- 


w rozpatrywanym przypadku 


| 
! 
| 
| 


jest przecież prostą, przecho- 
dzącą przez punkt przecięcia | 


się prostych d, i dọ w ukła- 
dzie spółrzędnych Descartes'a 
wogóle przez równanie przed- 
stawić nie można. 


nych, który w rozpatrywanym 
przypadku jest przecież punk- 
tem, leżącym na prostej, łą- 
czącej punkty P, i P., w ukła- 
dzie spółrzędnych Pliicker' a 
wogóle przez równanie przed- 
stawić nie można. 


Niechaj będą dane 2 różne 


proste d, i d, z których 
żadna nie przechodzi 


spółrzędnych. Te proste 
możemy więc przedstawić 
przez spółrzędne  Pliicker'a 
Ui, V; Oraz U» Vo} Za spółrzęd- 
ne jednorodne Hesse go tych 
dwu prostych możemy uważać 
trójki liczb u4, vı, 1 oraz u» və 1. 
Spółrzędnemi  jednorodnemi 
Hesse'fo prostych, przecho- 
dzących przez punkt prze- 
cięcia się prostych d, i də, są 
więc liczby [patrz (19a]]: 
łą Ugha ay Ay Vg -Ha Va, Jh. 
Z pośród tych wszystkich 
prostych jednej tylko prostej, 
mianowicie prostej, łączącej 
punkt przecięcia się prostych 


punkty właściwe P, i P.. Te 
| punkty możemy więc przed- 
przez początek układu 


stawić przez spółrzędne Des- 
cartes'a x;,y;, Oraz Xą y» Za 
spółrzędne jednorodne Hesse - 
go tych dwu punktów możemy 
uważać trójki liczb xy, 1 
oraz X», y», 1. Spółrzędnemi 
jednorodnemi Hesse'śo punk- 
tów, należących do prostej, 
łączącej punkty P, i Pa, są 
więc liczby [patrz (19b)]: 
My x1 PaK, h yi taa, ha 
Z pośród tych wszystkich 
punktów jednego tylko punk- 
tu, mianowicie punktu nie- 
właściwego prostej, łączącej 
punkty P, i Pe, nie możemy 
przedstawić przez spółrzędne 
Descartesa (temu punktowi 
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d, i də z początkiem układu 
spółrzędnych, nie możemy 
przedstawić przez spółrzędne 
Pliicker'a (tej prostej odpo- 
wiadają wartości 2, i 4., speł- 
niające warunek 4, -|- = 0). 
Wszystkie zaś pozostałe pro- 
ste, przechodzące przez punkt 
przecięcia się prostych d; i də, 
moga być przedstawione przez 
spółrzędne Pliicker'a, któremi 
są liczby: 


łą Ug p ksz i hivi Fieve 


hę ba 


hy => ka 


odpowiadają wartości 2, i +, 
spełniające warunek /,44,—0). 
Wszystkie zaś pozostałe punk- 
ty prostej, łączącej punkty 
P, i Pa}, mogą być przedsta- 
wione przez spółrzędne Des- 
cartes'a, któremi są liczby: 


hiyi t haya, 
hi Fh 


hiit hexa, 


łą aE ha 


Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie następujące: 
Jeżeli 


d, (u, vı) i də (up va) są dwie- 
ma różnemi prostemi 
(z których żadna nie 
przechodzi przez po- 
czątek układu spół- 
rzędnych), to liczby 
hru hg „ by vi F łą Va 
a t- ha EE 27 Typ, 


P, (xs yi) i Pa (xa, ys) są dwo- 
ma różnymi punktami 


(właściwymi), to liczby 
by ay ły Xe i Ayi T Aya 
- r , 


by > la LO „Z * 


gdzie 4 i ù% są liczbami rzeczywistemi skoń- 


czonemi, 


spełniającemi warunek M |-).-E0, są 


spółrzędnemi 


jakiejś prostej, prze- 
chodzącej przez punkt 
przecięcia sięprostych 
d,id,iodwrotnie,spół- 
rzędne każdej prostej, 
przechodzącej przez 
punkt przecięcia się 
prostych d, i d, z wyjąt- 
kiem prostej, łączącej 


jakiegoś punktu, nale- 
żącego do prostej, łą- 
czącej punkty P, i Pa 
iodwrotnie, spółrzęd- 


ne każdego punktu, 
należącego do wymie- 
nionej prostej, z wy- 


jątkiemjej punktu nie- 
właściwego, mogą być 
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wymieniony punkt z 
początkiem układu 


spółrzędnych, mogą 
być przedstawione w 
tej postaci. 

Uwaga. 


L,(X,Y,Z)=0i L.(X,Y,Z)=0 
przedstawiają jedną itę samą 
prostą d, to przy pewnych 
wartościach /4 i ł. równość 


(26a) 4. Li (X, Y, Z) + 
A A VAS 


jest tożsamością. Jeżeli zaś 
wartości 4, iĝ% są wtedy tak 
wybrane, że równość (26a) 
tożsamością nie jest, to jest 
ona równaniem prostej d, al- 
bowiem spółrzędne każdego 
punktu prostej d, spełniając 
każde z równań L, (X,Y,Z)=0 
i L.(X Y,Z)==0, muszą rów- 
naniu (26a) czynić zadość. 


Stąd wynika, że: 


UV, W, oraz U», V., W. przed- 
stawiają jedną i tę samą pro- 
stą d, to przy pewnych war- 
tościach ^ ił„wszystkie3 liczby 
łą U, == ha U., Z V, złe LF Va, 
Zi W, -hio Ws są równe 0; je- 
żeli zaś wartości ð% i /, są 
wtedy tak wybrane, że przy- 
najmniej jedna z liczb 2, U, + 
ART. Me, a E 
r4 W, jest różna od 0, to 
wymienione trzy liczby są spół- 
rzędnemi prostej d. 


F. Włodarski, Giom. ssal pl.. cz. I 


przedstawione w tej 
postaci (porównaj z twier- 
dzeniem, podanem w § 4). 


Jeżeli równania 


M (U, V, W)=0 i M. (U, V, W)=0 
przedstawiają jeden i ten sam 
punkt P, to przy pewnych 
wartościach /, i ł, równość 


(26 b) 44. M, (U, V, W) + 
tę. Ma (U, V, W)==0 


jest tożsamością. Jeżeli zaś 
wartości /, i +. są wtedy tak 
wybrane, że równość (26b) 
tożsamością nie jest, to jest 
ona równaniem punktu P, al- 


bowiem  spółrzędne każdej 
prostej, przechodzącej przez 
punkt P, spełniając każde 


z równań M,(U,V,W)=0 
i M.(U,V, W) ==0, muszą rów- 
naniu (26b) czynić zadość. 
jeżeli spółrzędne 

X, YZ, oraz X, Yo, 2o przed“ 
stawiają jeden i ten sam punkt 
P, to przy pewnych warto- 
ściach 4, i +» wszystkie 3 liczby 
lą X, -HA Xa, A Ya Ya, EYA F 
--h, Zə są równe 0; jeżeli zaś 
wartości 4, i ł. są wtedy tak 


wybrane, że przynajmniej je- 


dna z liczb 24 X, 24 4, 4,Y, -F 
-- bw Ys, b Z -|- b Ze jest różna 
od 0, to wymienione trzy liczby 
są spółrzędnemi punktu P. 


8 


www.rcin.org.pl 


— 114 — 


§ 26. 


Inna postać warunku przechodzenia trzech pro- 


stych przez jeden punkt, wzślędnie należenia trzech punktów 


do jednej prostej. 


Niechaj będą dane 3 


proste d,, d., dz, przedstawio- 
ne odpowiednio przez rów- 
nania: 


Li (X, Y, Z)=4, X + 

LB, Yt tO Z= 
L.(X,Y, Z) = A. X+ 

(1a) B,Y+C.Z=0, 
L, (X, Y, Z) *4,X+ 

LB,VY-+-C;Z=0. 


punkty P, P», P, przedsta- 
wione odpowiednio przez rów- 
nania: 
M; (U, V, W) = A, U4 

+ By V--C,W=0, 


M.(U, V, W) * A. U + 

(1b) L Ba V A GW =0, 
M (U, V, W) = A U+ 

rB,V+ C, W=0. 


Przyjmijmy, że istnieje tożsamość: 


(2a) kı Li (X, Y, Z) -+ 
H ky. L+ (X, Y, Z) + 
7 ky, La (X, Y,Z) "0, 


(2 b) k;.M,(U, Vv,w) 1 
tE- ka M, (U, V, W) + 
tH ka Ma lU, V, W)*0, 


gdzie kı, kz, ką są to pewne 3 liczby skończone, z których przy- 
najmniej jedna jest różna od 0. Wykażemy, że w takim razie 


proste dı, da dz przechodzą 
przez jeden punkt. 


punkty P, P., P, leżą na jednej 
prostej. 


Powiedzieliśmy, że przynajmniej jedna z liczb ky, kə, k3 
jest różna od 0. Przypuśćmy np., że k,+F0. Z danej tożsa- 
mości wyprowadzamy wtedy tożsamość: 


(3a) kı. Ł,(X,Y,Z)* 
ka. La (X, Y, Z) 
ks. La (X, Y, Z). 


Proste did, posiadają (przy- 
najmniej) jeden punkt (Xo, Yo, Zo) 
wspólny.  Spółrzędne tego 
punktu spełniają równania 
prostych d» i dz, t. zn. mamy: 


| L: (Xos Yor Z, = 0, 
(4 a) | La (Xor Yo Z* ~ 0. 


b) 


(3 b) k;. M, (U, V, W) 
ką. M; (U, V, w) 
ką. M; (U, V, wW). 


Istnieje (przynajmniej) jedna 
prosta (U Vo, Wo), przecho- 
dząca przez każdy z punktów 
P,iP;. Spółrzędne tej prostej 
spełniają równania punktów 
P, i Ps, t.zn. mamy: 


| M, (U5, Vo Wo) - 0, 
| Ms (Uo, Vor Wa) = 0. 
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Z drugiej znów strony równość 


(3a) jest tożsamością, jeżeli 
więc zamiast niewiadomych 
X,Y, Z wstawimy w tę rów- 
ność X, Yo, Zo, to ta równość 
będzie spełniona, mamy więc: 
(5 a) ky. Li (Xos Yo Zo) 7 


ka. L: (X Yos Za) z 
- ką. b (AX, Yo Zal. 


(3b) jest tożsamością, jeżeli 
więc zamiast niewiadomych 
U, V, W wstawimy w tę rów- 
ność U, Vo, Wo, to ta równość 
będzie spełniona, mamy więc: 
(5b) ki M, (U, Vo, W) 

— ka, M;(U;, Vor Wal — 

kse Ma (Uos Vos W). 


Z równości zaś 


(4a) i (5a) wynika równość 


(6 a) ki. Li (Xo Yo ,Zo) a 0, 


(4b) i (5b) wynika równość 
(6 b) ky. Mi (UG, Vo Wo) =(, 


a ponieważ, według założenia, k; +0, przeto z równości 


(6 a) wynika równość 


(7a) LilXa Yo Z) =0. 


(6 b) wynika równość 
(7b) M, (U, Va, Wa) =0. 


Lecz ze spełnienia równości 


(7a) wynika, że punkt (Xo, Vo, Zo) 
należy do prostej d,, a zatem 
punkt (X, Yo, Zo) należy do 
każdej z trzech prostych dy, 
dh, dz, 


(7b) wynika, że prosta (Uo, 
Vo Wo) przechodzi przez punkt 
P,, a zatem prosta (U, Vo, Wo) 
przechodziprzez każdy ztrzech 
punktów P,, Po, Pz, 


co właśnie dowodziprawdziwościtego, czego chcieliśmy dowieść. 
Odwrotnie, przyjmijmy, że 3 


proste dane di, də dz}, przed- 
stawione odpowiednio przez 
równania (1a), przechodzą 
przez jeden punkt. 


punkty dane P;, Pa, Ps, przed- 
stawione odpowiednio przez 
równania (1b), leżą na jednej 
prostej. 


Wykażemy, że istnieją wtedy 3 liczby rzeczywiste skoń- 
czone kı, kə kz z których przynajmniej jedna jest różna od 0, 
tego rodzaju, iż mamy tożsamość 


(8a) kı. Li (X, Y, Z) + 
+ ka. L- (X, Y, Z) -+ 
+ ka. LX, Y, Z) 0. 


(8 b) ky. M, (U, V, W) -+ 
E ka M; 
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Istnieją 2 możliwości: albo 


proste d; i dẹ nakrywają się, 
albo też nie nakrywają się. 


punkty P,iP, nakrywają się, 
albo też nie nakrywają się. 


Rozpatrzymy najpierw przypadek pierwszy, t. zn. przy- 


padek, śdy 
proste d, i d» punkty P, i P. 
nakrywają się. W tym przypadku jest spełniony warunek 
A; s" B, Ci; 
©) ARG 
A Ap B © 
Oznaczmy wartość stosunków A," B.' C przez ©. Mamy 
więc: 
Ar WO C1R 
(10) A =p T© e, 


Z równości (10) wynikają równości: 


(11) 


A, —94,=0, B, —90B,=0(, C,—oC,=0. 


Z równości zaś (11) wynika tożsamość: 


(A, —vA.) X t- (B, —0 B4) y R 
-(C,—et.) Z=0, 


czyli 
L (X, Y, Z)—e. la (X, Y, Z) = 0, 
czyli 
(12a) L (X,Y,2)—o. L.(X,Y,Z)-+- 


T 0. La (X, y, 2) 0. 


(A1—0 A.) U ł (Bi —9 Ba) Vv+ 


- (C,—ęC.) W=0, 
czyli 
M, (U,V,W) —o. M. (U,V,W) = 0, 
czyli 


(12b) M;(U,V,W) —0.Ma(U, V, W) + 
+0. Ms (U,V, W) =0. 


Otrzymaliśmy więc, że jeżeli jako k,, k., ką weźmiemy 
odpowiednio 1,— 0,0, to rzeczywiście będziemy mieli tożsa- 
mość, której istnienia chcieliśmy dowieść. 

Pozostaje nam więc teraz rozpatrzeć przypadek drugi, 

t. zn. przypadek, gdy 


proste d; i d» 

nie nakrywają się. 
przechodzącą 
się 


każdą prostą, 
przez .punkt przecięcia 


punkty P, i P» 

W tym przypadku 

należący do 
punkty P, 


każdy punkt, 
prostej, łączącej 
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prostych d; i də, można przed- i P., można przedstawić przez 
stawić przez równanie postaci równanie postaci (§ 25): 


(§ 25): (13b) 4,.M, (U, V, W) -H 
(t3a) A. L (X,Y,Z) + Ete. Ma (U, V, W) = 0, 
His. LIX Y, ZJ =0, 


gdzie /., i ł, są dwiema liczbami rzeczywistemi skończonemi 
z których przynajmniej jedna jest różna od 0. 
A ponieważ 


prosta dz przez punkt prze- punkt P, do”prostej, łączącej 
cięcia się prostych d, i də punkty P, i P., należy, 
przechodzi, 

przeto czynnikom 4, i å, można nadać takie 2 wartości rzeczy- 
wiste skończone /4'i 4, z których przynajmniej jedna jest 

różna od 0, że równanie 

(13a) będzie przedstawiało (13b) będzie przedstawiało 
prostą dz, innemi słowy rów- punkt P» innemi słowy rów- 


nanie nanie 
(14 a) EE Li (X, Y AR (14 b) De Mı (U, V, W)-+ 

e A YFZ) = 0 -- k, Ma (U, V, W) =0 
przedstawia prostą dx. przedstawia punkt P;. 


Ponieważ więc trzecie z pośród równań 
(la) oraz równanie (14a) przed- (1b) oraz równanie (14b) przed- 
stawiają tę samą prostą, stawiają ten sam punkt, 
przeto spółczynniki tych dwu równań muszą być wzajemnie 
proporcjonalne, t. zn. mamy: 


ją A; $> ży As 4' B+ 14! By 4 ły C; + lą C ; 


Ua *. SAT = G 


Oznaczywszy wartość stosunków, występujących w rów- 
nościach (15), przez 9, będziemy mieli równości: 


(16) ły Arti 4—04,=0, hé B, + 24 8— 0 By =0, 
| ły Cyrk C—9CzS0. 
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Z równości (16) wynika tożsamość: 


hi A; + kę A+—0 Aa X -+ (ł4' A; Hha" A: — t A) U t 
HB +14 Be—o Bd Y-H l FA BHi B, — oe BIV + 
+H €, +A C=CJZ=0, tla Ci 72 Cao C) W=0, 


czyli czyli 
(17a) 44. 44(X,Y,2)4 (17b) 74. M,(U, V, W) + 
= bę, La (X, Y, Z) —  hę', Ma (U, V; W) — 
— 0. la (X, YZ) = 0. — p.M; (U, V, W) = 0. 


Jeżeli więc jako ky, ka, ką weźmiemy odpowiednio 21‘, +, — 9, 
to rzeczywiście bedziemy mieli tożsamość, której istnienia 
chcieliśmy dowieść. 

Mamy zatem twierdzenie następujące: 

Warunkiem koniecznym i dostatecznym 


przechodzenia trzech należenia trzech pun- 


prostych któw 
L; (X,Y, 2) = A,X-B,Y+ M,(U,V, W)" A,U--B,V-- 
- C,Z=0, |-C,W=0, 
L.(X,Y, 2) AX BY + M.(U,V,W)”A,U--B.V+- 
i la (X, „zy Ax -B, Y-t- MalU, V, WI =AU -+B V-H 
0 HCW = 0 
przez jeden nea do jednej prostej 


jest istnienie-strzech liczb skończonych kı ka, kz, 
z których przynajmniej jedna jest różna od 0, 
4 tego rodzaju, aby suma 


(19a) k;.L,(X,Y, Z) +- (19b) k.M; (U,V,W); 
F ko. La (X,Y, Z) +F ka. La (X,Y,Z) | ks. M(U,V,W)--k. M.(U,V,W) 


była tożsamościowo równa Q. 
Twierdzenia ostatniego możnaby dowieść też inaczej, 
a mianowicie-w sposób następujący. 
Istnienie trzech liczb skończonych kı, kə, ką, czyniących 
zadość warunkom, o których mowa w twierdzeniu ostatniem, 
jest równoznaczne z istnieniem trzech liczb skończonych 
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ki, ką, ks, z których przynajmniej jedna jest różna od 0, speł- 


niających warunki: 


ki A f ks A. t ka Az = 0, 
(20) k, B, + ks Ba + ks B3 = 0, 
|k, C: H ka C 1 kz Ca = (), 


takie zaś liczby istnieją wtedy i tylko wtedy, gdy jest speł- 
niony warunek: 


| Ax Bis C, 


(21) 


lAn B., C; =0. 


Ay, B;, C; 


Lecz-w $ 23 mieliśmy, że spełnienie równości (21) jest 
warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby 


proste, o których mowa w 
twierdzeniu ostatniem, prze- 
chodziły przez jeden punkt, 


punkty, o których mowa w 
twierdzeniu ostatniem, leżały 
na jednej prostej, 


a zatem twierdzenie ostatnie jest prawdziwe. « 
Jeżeli trzy 


proste właściwe dy, d., dz są 
przedstawione przez równania 
w układzie płaskim spółrzęd- 
nych Descartes'a, t. zn. przez 
równania 


Li (x,y,1) "A, x 
--B,y + C; ak 0, 
La(x,y,1) Az 

-- Boy + (,= 0, 

| balx y, 1) =A x 4 
+ Bzy + C= 0, 


(22a) 


punkty P, Pa, P}, różne od 
początku układu spółrzędnych, 
są przedstawione przez rów- 
nania w układzie płaskim spół- 
rzędnych Pliicker'a, t.zn. przez 
równania 


|  Mifu,v,1) * Au + 
+ Byv HC, =0, 
M.(u,v,1) Au — 

t Bsv j- C,=0, 
M;lu,v,1) Au + 
"*" Bav + Ca = 0, 


(22b) 


to również warunkiem koniecznym i dostatecznym 


przechodzenia tych prostych 
przez jeden punkt 


należenia tych punktów do 
jednej prostej 
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jest istnienie 3-ech liczb skończonych kı, k», ks, z których przy- 
najmniej jedna jest różna od 0, tego rodzaju, aby suma 
(23a) ki. Li (x,y, 1) + (23b) kı. M; (u, v, 1) = 
=P kə , Lo (x,y, 1) F ky . Ls (x,y, 1) SE k», Molu, V, 1) WF ks. M; (u, W 1) 
była tożsamościowo równa 0. Albowiem w układzie spół- 
rzędnych jednorodnych Hesse go 
proste d,,d., dg możemy przed- punkty Pı, Pa P, możemy 


stawić przez równania przedstawić przez równania 
Li (X, % 2) = 0, Lə (X, y, 2) a 0, M, (U, V, W) = 0, M. (U, V, W) — 
L; (X, Y, 2) =0, =Q, M; (U, 2 W) =0, 


a istnienie zaś tożsamości 


k,.Li(x,y,1)-Hk. Ła(x,y,1) | | ki. M, (uv,1) F ką. Malu, v, 1) F 
+ k. L; (x,y, 1) =0 -+ k. M; (u,v, 1) 0 


jest równoznaczne z istnieniem tożsamości 


kı. Li (X, Y,Z) -ka.ln (X, Y,2)-F k, . M, (U, V, W) ia k» . M, (U, V, 
r ks. Ls (X, Y, Z) = 0. W) + k; . M; (U, V, W) =0. 


Uwaga. W § niniejszym rozpatrywaliśmy 3 równania 
jednorodne stopnia l-ego z 3-ma niewiadomemi, względnie 
3 równania niejednorodne stopnia 1-ego z 2-ema niewiado- 
memi, i widzieliśmy, że niezawsze istnieją 3 liczby skończone 
kı, ko, ks, z których przynajmniej jedna jest różna od 0, tego 
rodzaju, aby suma iloczynów tych liczb przez strony lewe 
rozpatrywanych równań była tożsamościowo równa 0. 

Jeżeli jednak jest danych n>3 równań jednorodnych 
stopnia 1-ego z 3-ema niewiadomemi +, 1, Č: 


A, 5 +B nt C,6=0, Att Bant CJ0=0,...., Anit 
-Bni S C= 0, 


lub też n>3 równań niejednorodnych stopnia 1-$go z 2-ema 
niewiadomemi £, 1:- 

A,B, iT C, =0, A, 5 + Ban + C =0, CUDA 1 Agy c 
A Bn 1) = ©, =], 


to wtedy zawsze istnieją takie liczby skończone ky,k.,....,ka, 
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z których przynajmniej jedna jest różna od 0, iż suma 

in i=n 

Nz (AŻ+Bn--C;1), względnie Y k; (A;5 £ Bn +C), 
{œt t= 


jest tożsamościowo równa 0. 
1 n 


Albowiem istnienie tożsamości >` k; (45-4 B n C,3) 0, 
{+1 


I= n 
względnie NU k,(A;:-- B; n+ C,) = 0, jest równoznaczne z ist- 
LWEM 


nieniem 3-ech równości: 


k, A, a r. k A. | r K An = 0, 
k,B,+-ksB.- -HE Ba =0; 
k, Ci E k, Ca- F ka C„=0, 

te zaś równości, uważane za równania względem kı, k.,..., k,, 


stanowią 3 równania jednorodne stopnia 1-go z n niewiado- 
memi, jeżeli więc n>3, to posiadają one rozwiązania, różne 
od rozwiązania 0, 0, . .. , 0. 

Przyczem jeżeli wszystkie liczby A, Bi, Ci, Ao, B„C.,...., 
An, Banı Cn są liczbami rzeczywistemi, to pomiędzy rozwią- 
zaniami tych 3-ech równań, różnemi od rozwiązania 0,0,...,0, 
zawsze istnieją rozwiązania, złożone z samych liczb rzeczy- 


wistych. 


$ 27. Twierdzenie Desargues'a. 


Na płaszczyźnie 3 


punkty różne, nie należące do 
jednej prostej, określają trój- 
kąt: figurę, złożoną z tych 3-ch 
punktów (wierzchołków) 
i z 3-ech prostych (boków), 
określonych przez każde 2 
z pośród punktów danych. 


proste różne, nie przechodzące 
przez jeden punkt, określają 
trójbok: figurę, złożoną z tych 
3-ch prostych (boków) iz 3-ch 
punktów (wierzchołków), 
okreśłonych przez każde 2 
z pośród prostych danych. 


www.rcin.org.pl 


= = 


Trójkąt jest trójbokiem, i odwrotnie. 
Dwa 


trójkaty nazywają się odnie- 
sionymi względem siebie, 
jeżeli wierzchołki jednego trój- 
kąta uważamy za podporząd- 
kowane wierzchołkom drugie- 
go w sposób jednojednoznacz- 
ny, t.nz.tak, że każdemu wierz- 
chołkowi jednego trójkąta od- 
powiada jeden i tylko jeden 
wierzchołek drugiego trójkąta, 
i odwrotnie; 2 wierzchołki, 


trójboki nazywają się od- 
niesionymi względem sie- 
bie, jeżeli boki jednego trój- 
boku uważamy za podporząd- 
kowane bokom drugiego w 
sposób jednojednoznaczny, t. 
zn. tak, że każdemu bokowi 
jedneśo trójboku odpowiada 
jeden i tylko jeden bok dru- 
giego trójboku, i odwrotnie; 
2 boki, 


które uważamy za podporządkowane sobie, nazywają się o d- 
powiednimi albo homologicznymi. 


Jeżeli dwa 


trójkąty są odniesione wzślę- 
dem siebie, to są też pod- 
porządkowane sobie (odpo- 
wiednie, homologiczne) boki, 
określone przez pary wierz- 
chołków odpowiednich. 


trójboki są odniesione wzśglę- 
dem siebie, to są też pod- 
porządkowane sobie (odpo- 
wiednie, homologiczne) wierz- 
chołki, określone przez pary 
boków odpowiednich. 


Niechaj 


A FaZa w a 
oznaczają pary wierzchołków 
odpowiednich dwu odniesio- 
nych wzgledem siebie trójką- 
tów AvaLani WŁA 
żących w jednej płaszczyźnie 
właściwej. 

Boki trójkąta A, A. Az, 
względnie AÝ A‘ A, przeciw- 
ległe wierzchołkom A, A», As, 
wzglednie 4f, A», Ax', oznacz- 
my odpowiednio przez 8s, a2, 8s, 
względnie ay, a»', ax. 


aiia, aia, azi ay oznacza- 
ją pary boków odpowiednich 
dwu odniesionych wzgledem 
siebie trójboków a;ava, i 
ay a» az, leżących w jednej 
płaszczyźnie właściwej. 
Wierzchołki trójboku a; asa, 
wzślędnie ać a» a}, przeciw- 
ległe bokom ay, a», az}, wzślę- 
dnie ay', a, a}, oznaczmy od- 
powiednio przez Ay, A» Ax, 
względnie A; A‘, A;'. 
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Przyjmijmy, że 


trójkąty A; A Az 1 A A Aa 
posiadają tę 
proste, łączące ich wierzchołki 
odpowiednie, t. zn. proste 
A; 4f, A A>', Az A;', przechodzą 
przez jeden punkt, który 
oznaczmy np. przez ó (rys. 11a). 


TA Í "= 4 
Pari n A 
A > 
Pio HA 5 W 
, ' 
ł 


Rys. lia. 


trójboki a; asaz i a @ a; 
własność, iż 
punkty przecięcia się ich 


boków odpowiednich, t. zn. 
punkty a, ay,a»as,azay, leżą 
najednej prostej, którą oznacz- 
my np. przez s (rys. 11 b). 


Rys. 11b. 


Weźmy najpierw pod uwagę przypadek, gdy 


trójkąty Åi A» Az i Ay As- A; 
nie posiadają ani jednego 
wierzchołka wspólnego. 


trójboki aaa} i ay ax az 
nie posiadają ani jednego boku 
wspólnego. 


Jeżeli więc w rozpatrywanym przypadku 


punkt S nakrywa jeden z wierz- 
chołków trójkąta A, A; A, to 
napewno nie nakrywa ża- 
dneśo wierzchołka trójkąta 
Ay A. Ax, i odwrotnie, jeżeli 
nakrywa on jeden z wierzchoł- 
ków trójkąta A,‘ A+ Ax, to na- 
pewno nie nakrywa żadnego 
wierzchołka trójkąta 4, A. A;. 
A zatem przynajmniej jeden 


prostasnakrywa jedenzboków 
trójboku a, aaz‘; to napewno 
nie nakrywa żadnego boku 
trójboku ay' a»' az', i odwrotnie, 
jeżeli nakrywa ona jeden 


"z boków trójboku ay a» aš, 


to napewno nie nakrywa ża- 
dneśo boku trójboku a a» ax. 
A żatem przynajmniej jeden 
z trójboków a, a» a; i aj aw aš 


— 124 — 


z trójkątów A; 4.4414: Ax As 
posiada wszystkie wierzchołki, 
różne od punktu 9. Przypuśćmy 
np., że wszystkie 3 wierzchołki 
trójkąta A, A. A; są różne od 
punktu S. 


posiada wszystkie boki, różne 
od prostej s. Przypuśćmy np., 
że wszystkie 3 boki trójboku 
ai aaz są różne od prostej s. 


Weźmy jakikolwiek układ spółrzędnych. Niechaj równaniami 


punktów S,4,,4.,4; w tym 
układzie będą odpowiednio 
równania: M (U, V, W) =0, 
M,(U,V, W)=0, M.(U, V, W)-=0, 
M; (U, V, Wj =Q. 

Ponieważ punkty $i A; są 
różne, punkt zaś A;' jest różny 
od punktu A, przeto (§ 25) 
punkt A; możemy przedsta- 
wić przez równanie: 


(ta) My (U,V,W)=M(U,V,W)-- 
kk . M, (U, V, W) =0. 
Analogicznie, punkty 4.‘ i A;' 
możemy przedstawić odpo- 
wiednio przez równania: 
(2a) M (U, V, Wj= M. (bk V, W)-- 
6 SM W WAWIE", 


(3a) Mz (U, V, WJ= M(U,V,W)-- 
- 4, . M, (U, V, W) =0. 


prostych s, aj, a, ay w tym 
układzie będą odpowiednio 
równania: L (X, Y, Z) =0, 
Lę( ŻAAJESU l, SZZJZU 
BD (XW, ZI Z 0. 

Ponieważ proste sia, są 
różne, prosta zaś a;' jest różna 
od prostej a, przeto (8 25) 
prostą a;' możemy przedsta- 
wić przez równanie: 


(1b) L(x, Y, AŻ (A, Y, Z) + 
-} 5 . (l; (X, y, Z) =; 0. 
Analogicznie, proste a.' i a; 


możemy przedstawić odpo- 
wiednio przez równania: 


(2b) La' (X, Y, Z) * L(X, Y, Z) | 
a © L> (X, y, Z) =0, 


(3b) La (X, Y, Z) SL(X,Y, Z) -- 
= lĘ . Lz (X, Y Z) =Q. 


Równanie 


(4a) M, (U, V, W) — 
— M (U, V, W) = 


przedstawia (825) pewien punkt, 
należący do prostej 4, A», 
t. zn. do prostej ay, Wziąwszy 
jednak pod uwagę, iż [równ. 


(4b) L; (X, Y, Z) — 
— Li (X, Y, Z) ==0 


przedstawia ($ 25) pewną pro- 
stą, przechodzącą przez punkt 
ay as, t. zn. przez punkt Ay. 
Wziąwszy jednak pod uwagę, 
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(la) oraz (2a)] M, (U,V, W) = 
= M (U, V, W) +. M, (U, V, W) 
i M. (U, V, W)=M (U, V, W) -+ 
-- A. Ma (U, V, W), równanie (4a) 
możemy napisać w postaci: 


(5a) ką. M, (U, V, W) Pa 
2 MU, V, W) =0. 


Równanie (5a) przedsta- 
wia więc pewien punki, nale- 
żący do prostej az. Z formy 
jednak tego równania widać 
(§ 25), iż przedstawia ono pe- 
wien punkt, należący do pro- 
stej A, A», t. zn. do prostej az. 
A zatem równanie (5a) przed- 
stawia punkt, wspólny prostym 
a;i az, t zn. punkt a; a; 


iż [równanie (1b) oraz (2b)| 
Ly (X,Y, 2) = L(X,Y, Z) + 
hy. Li (X,Y,Z) oraz L; (X,VY,Z)-= 
L(X, Y, Z) +% La (X,Y, Z), 
równanie (4b) możemy napisać 
w postaci: 


(5b) hi . Li (X, Y, Z) Ea 
E TAYA O. 


Równanie (5b) przedsta- 
wia więc pewną prostą, prze- 
chodzącą przez punkt 4. 
Z formy jednak tego równa- 
nia widać (§ 25), iż przed- 
stawia ono pewną prostą, 
przechodzącą przez punkt 
aia» t. zn. przez punkt A;. 
A zatem równanie (5a) przed- 

stawia prostą, zawierającą 
obydwa punkty A„iA;, tzn. 
prostą A; A;'. 


Za pomocą rozumowania analogicznego możemy przyjść do 
wniosku. że równanie 


M: (U, V, W) —M;' (U, V, w)=0, 
czyli 


(6a) hg. M: (U, V, W) ma 
— 4. M; (U, V, W) =0 


przedstawia punkt a, ay, oraz 
równanie Mz‘ (U, V, W) -— 
— M; (U, V, W) =0, czyli 
(7a) b d M; (U, V, w) e mp 
— 4. Mı (U, V, W)=0 


przedstawia punkt a a‘. 


Lë (X, Y, Z)— L; (X, Y, Z) = 0, 
czyli 
(6b) ?+. La (X, Y, Z) — 
=. Ls (X, VSZJĘZO 
przedstawia prostą A; Ay', oraz 
równanie L; (X, Y, Z) —Ly' (X, 
Y, Z) =0, czyli 
(7b) 44. La (X, Y, Z) — 
—AM 2 Li (X, Y, Z) =0 


przedstawia prostą 4. A>. 
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Otrzymaliśmy więc, że 


punkty azaz,a;,a;,ava» mo- 
żemy przedstawić odpowie- 
dnio przez równania: 


Mia (U, V, w) 
M, (U, V, W)— 

— łe Ma (U, V, W) 0, 
Ms (U, V, w) 


proste AB AW A; ZA As A mo- 
żemy przedstawić odpowie- 
dnio przez równania: 


Lis(X, Y, Z) 

ją. L1 (X, Y, 2) — 
== łą, L,(X, L Z) — 0, 

Ly (X, Y, Z) 


(8 a) ką. Ma (U, V, W) — (8 b) ha. La (X, Y, Z) 
— ką, Ma (U, V, W) = 0, — ja , La (X, Y, 2) =0, 
Mu (U, V, W) La (X, Y, Z) 
ña . Ma (U, V, W)— ts. La (X, Y, 2) — 
— å. Mı (U, V, W) = 0. — hę. Li (X, Y, 2) =0. 
Ponieważ 


Miz (U, V, W) -+ Mas (U, V, W) + 
t Ma (U,V, W) =h. M, (U,V, W) — 
=i MAU, V, W) + ta MaU, V, W) 
~ig MaU V, W) a. MaU, VW- 
iM: (U,V, W) = 0, 


Lia (X, Y, Z) + Las (X, Y, Z) + 

F Lai (X, Y, Z) 734. Li (X, Y,Z) 7 

ką. Ls(XY,Z)F 4. L.(X,Y, ZJ = 

has LalX, Y, Z) + łą. Ls5(X,Y, Z) — 
-hi Li lX, Y, Z)=0, 


przeto (§ 26) 
punkty aza,,aa;,aza;' leżą proste A; Az, A, Ay , As Ax‘ prze- 
na jednej prostej. chodzą przez jeden punkt. 
Do tego wniosku przyszliśmy w założeniu, że 
trójkąty A, Æ A i A/ A> A' | trójboki a, apax i ay as'ay' nie 
nie posiadają ani jednego | posiadają ani jednego boku 
wierzchołka wspólnego. | wspólnego. 
Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy 
trójkąty A, A: A i Ay A> A | trójboki a; aa, i a'a,‘ az po- 


posiadają przynajmniej jeden | siadają przynajmniej jeden 
wierzchołek wspólny. | bok wspólny. 

W tym przypadku istnieją 2 możliwości: albo 
jakiś wierzchołek trójkąta jakiś bok trójboku aasa 


A, A Az nakrywa wierzchołek | nakrywa bok odpowiedni trój- 
odpowiedni trójkąta Ay' A» As, | boku a'a» az, albo też nie- 
albo też nieodpowiedni. ` odpowiedni. 
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Przypuśćmy najpierw, że jakiś 


wierzchołek trójkąta A, A> As, 
np. wierzchołek A, nakrywa 
wierzchołek odpowiedni trój- 
kąta Ay A. As, t. zn. wierz- 
chołek Ay. Wtedy punkt 4, 
(lub 4) jest zarówno punktem 
asa», jak też punktem aza‘, 
wobec czego punkty œa, 
aaz, aaf możemy uważać 
za leżące na jednej prostej. 


bok trójboku a; a» az, np. bok 
a; nakrywa bok odpowiedni 
trójboku a,‘ av‘ az‘, t. zn. bok ai‘. 
Wtedy prosta a; (lub a,') jest 
zarówno prostą A» A»', jak też 
prostą A; A, wobec czego 
proste A. As, 4; As, A, AÅ mo- 
żemy uważać za przechodzace 
przez jeden punkt, 


Przypuśćmy teraz, że jakiś 


wierzchołek trójkąta A, A» 45, 
np. wierzchołek A,, nakrywa 
jakiś wierzchołek nieodpo- 
wiedni trójkąta A,‘ A; A, np. 
wierzchołek A>»'. 

Gdyby wtedy prosta A, A‘ 
była różna od prostej 44‘, 
to jedyny punkt, wspólny 
tym dwu prostym, mianowicie 
punkt A, (lub 4), musiałby 
nakrywać punkt S, a zatem 
przez punkt 4, (lub A,') prze- 
chodziłaby wtedy również 
prosta A,A, innemi słowy 


punkty A (lub A’), Az, A; | 
leżałyby na jednej prostej; lecz 
w rozpatrywanym przypadku | 


punkt A, (lub As) byłby punk- 
tem azaz, punkt Az byłby 
punktem a; ay, oraz punkt A;' 
byłby punktem aa, a więc 
punkty aaz, a,ay, aa; le- 
żałyby na jednej prostej. 
Gdyby zaś proste A, A; 
i A.A.' nakrywały się, to, po- 


bok trójboku a, aax np. bok 
a,, nakrywa jakiś bok nieodpo- 
wiedni trójboku ay a; ay, np. 


bok ay.. 


Gdyby wtedy punkt a; a;‘, 
był różny od punktu aav‘, 
to jedyna prosta, zawierająca 
te 2 punkty, mianowicie prosta 
a, (lub a;,'), musiałaby nakry- 
wać prostą s, a zatem na prostej 
a, (lub a:') leżałby wtedy rów- 
nież punkt az ay', innemi słowy 
proste a; (lub ax), ax, ax' prze- 
chodziłyby przez jeden punkt; 
lecz w rozpatrywanym przy- 
padku prosta a; (lub a.') byłaby 
prostą A; A;', prosta a, byłaby 
prostą A; Ay, oraz prosta a; 
byłaby prostą A,A, a więc 
proste A; 4‘, A Ai, A» A>' prze- ` 
chodziłyby przez jeden punkt. 


Gdyby zaś punkty aa, 
i asa» nakrywały się, to, po- 
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nieważ prosta A A‘ jest 
jednocześnie prostą A*A; 
t. zn. prostą az, oraz prosta 
A. A jest jednocześnie prostą 
A» A, t. zn. prostą az, za punkt 
aza; moglibyśmy uważać 
każdy punkt prostej a, (lub 
az), a zatem punkty azay, 
aa, aza; moglibyśmy uwa- 
żać za leżące na jednej prostej. 


nieważ punkt a; ay* jest jedno- 
cześnie punktem ax ay, t. zn. 
punktem A;', oraz punkt aa; 
jest jednocześnie punktem 
axa, t. zn. punktem A, za 
prostą A; A; moglibyśmy 
uważać każdą prostą, prze- 
chodzącą przez punkt A; 
(lub A;'), a zatem proste A;A;', 
A A, A A‘ moglibyśmy 
uważać za przechodzące przez 
jeden punkt. 


Otrzymaliśmy więc twierdzenie następujące: 


Jeżeli dwa 


trójkąty, leżące w jednej 
płaszczyźnie właściwej, 
sa odniesione do siebie 
w ten sposób, że proste, 
łączące wierzchołki 
odpowiednie, przechodzą 
przez jeden punkt, to 
wtedy punkty przecięcia 
się boków odpowiednich 
leżą na jednej prostej. 


trójboki, leżące w jednej 
płaszczyźnie właściwej, 
są odniesione do siebie 
w tensposób, że punkty 
przecięcia się boków 
odpowiednich łeżą na 
jednej prostej, to wtedy 
proste, łączące wierz- 
chołki odpowiednie, 
przechodzą przez jeden 
punkt. 


Te 2 twierdzenia (z lewej i z prawej strony) można po- 
łączyć w jedno w sposób następujący: 
Jeżeli dwa trójkąty (albo trójboki), leżące 


w jednej 


płaszczyźnie właściwej, 


są odnie- 


sione do siebie,to w razie, gdy proste połą- 
czenia wierzchołków odpowiednich przecho- 
dzą przez jeden punkt, punkty przecięcia się 
boków odpowiednich leżą na jednej prostej, 
iodwrotnie, w razie, śdy punkty przecięcia się 
boków odpowiednich leżą na jednej prostej, 
proste połączenia wierzchołków odpowied- 
nich przechodzą przez jeden punkt. 
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To twierdzenie nazywa się twierdzeniem Desar- 
$ues 'a. 

Jeżeli pomiędzy dwoma trójkątami (albo trójbokami) 
jednej płaszczyzny zachodzi zależność, o której mowa 
w twierdzeniu ostatniem, to te trójkąty (albo trójboki) nazy- 
wają się homolośicznymi. Dlatego też twierdzenie Desar- 
guesa nazywamy także twierdżeniem o trójkątach 
(albo trójbokach) homologicznych. 

Uwaga. Wierzchołki, względnie boki, trójkątów (albo 
trójboków), rozpatrywanych w § niniejszym, nie muszą być 
punktami, względnie prostemi, właściwymi. 


F. Włodarski, Geom. anal. pł., cz. I 9 
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Rozdział III. 


§ 28. Różne iormy równania prostej oraz równania punktu. 
—W Rozdziale I równanie prostej właściwej w układzie płaskim 
spółrzędnych Descartes'a pisaliśmy w 3-ech postaciach, a mia- 
nowicie: 


(1) w tak zwanej postaci ogólnej ($6): Ax-|-By-- C=0; 
(2) w tak zwanej postaci dwoistej ($19): ux--vy--1=0; 


(3) w tak zwanej postaci normalnej Hesse go ($3): 
xcosf--ycosy —p=0. 


Do tych 3-ech postaci równania prostej właściwej doła- 
czymy jeszcze 2 inne, które wyprowadzimy teraz z równania 
w postaci ogólnej oraz z równania w postaci dwoistej. 


Przypuśćmy mianowicie, że w równaniu Ax--By--C=0 
spółczynnik B jest różny od 0. W takim razie możemy roz- 
wiązać z tego równania y i otrzymamy wtedy równanie 

N TE BR sio iedni 
y=— g*— p' lub też, oznaczywszy — 5 i — g odpowiednio 
przez m i b, równanie y=mx--b, 

Jeżeli znów w równanie ux-|-vy |-1==Q zamiast u oraz v 


wstawimy (§ 16) odpowiednio —, oraz— - i nastepnie pomno- 


b 
żymy to równanie przez — 1, to otrzymamy wtedy równanie 
Zyje A 
r 1 . 


Do wymienionych więc wyżej 3-ech równań prostej wła- 
ściwej w 3-ech różnych postaciach dołączamy jeszcze: 


(4) równanie w tak zw. postaci zwyczajnej: y=max--b; 
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(5) równanie w t. zw. postaci symetrycznej: * an: —1=0 


Przez równanie w postaci ogólnej, albo też przez równanie 
w postaci normalnej Hesse'$o, możemy przedstawić każdą 
prostą właściwą. Natomiast przez równanie w jednej z 3-ech 
pozostałych postaci możemy przedstawić już nie każdą prostą 
właściwą, a mianowicie: przez równanie w postaci dwoistej, 
jak też przez równanie w postaci symetrycznej, możemy 
przedstawić tylko taką prostą właściwą, która nie przechodzi 
przez początek układu spółrzędnych, przez równanie zaś 
w postaci zwyczajnej możemy przedstawić tylko taką prostą 
właściwą, która nie jest równoległa do osi y-ów (albowiem 
przy wyprowadzaniu równania w postaci zwyczajnej z rów- 
nania w postaci ogólnej założyliśmy, że B=E0). 

Przyczem co do równania w postaci symetrycznej zrobimy 
uwagę następującą. 

Jeżeli rozpatrywana prosta właściwa jest równoległa do 
osi x-ów, względnie do osi y-ów, to wtedy a, względnie b, 
równa się 1 co. Za równanie rozpatrywanej prostej wlaściwej 
w postaci symetrycznej należałoby więc w tym przypadku 


> W A” Nr 
uważać równanie i y —1=0, względnie -+ a 2) 
+œ u a HE (GS) 


Chcąc jednak uniknąć wprowadzania do równania liczby = >, 


» - y ; E i 
piszemy zazwyczaj to równanie w ten sposób: ze e 


względnie w ten sposób: = 1 =0. 


Spółczynniki równania prostej właściwej w postaci ogólnej 
nie mają żadnego określonego znaczenia geometrycznego. 
Natomiast spółczynniki równania prostej właściwej w pozo- 
stałych 4-ech z pośród 5-iu podanych wyżej postaci mają już 
zupełnie określone znaczenie geometryczne. Jakie znaczenie 
geometryczne posiadają spółczynniki równania prostej właści- 
wej w postaci dwoistej, w postaci normalnej Hesse go oraz 
w postaci symetrycznej, jest widoczne. Pozostaje nam zatem 
zbadać znaczenie geometryczne spółczynników równania pro- 
stej właściwej w postaci zwyczajnej. 

Q* 


dalia 
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Weźmy więc pod uwagę równanie prostej właściwej d 
w postaci zwyczajnej: 
(6) y=mx--b 


i najpierw znajdźmy punkt przecięcia się tej prostej z osią 
y-ów. W tym celu obliczamy z równania (6) wartość y, od- 
powiadającą wartości x=0. Otrzymujemy wtedy wartość 
y=b, t. zn. b jest rzędną punktu, w jakim rozpatrywana 
prosta przecina oś y-ów. Jak więc widzimy, wielkość b 
w równaniu prostej właściwej w postaci zwyczajnej posiada 
zupełnie takie same znaczenie geometryczne, jak wielkość b 
w równaniu prostej właściwej w postaci symetrycznej, i dla- 
tego też w obydwu przypadkach użyliśmy na oznaczenie tej 
wielkości tego samego symbolu. 

Teraz należałoby przejść do szukania znaczenia geome- 
tryczneśo spółczynnika m. Zanim jednak to uczynimy, po- 
wiemy najpierw, co nazywamy kątem jaki prosta wła- 
ściwa tworzy ze zwrotem dodatnim osi x-ów. 

Prosta właściwa może być równoległą do osi x-ów lub 
też nie. Załóżmy najpierw, że mamy jakąś prostą właściwą, 
która równoległą do osi x-ów nie jest. Ta prosta przecina 
wtedy oś x-ów w jakimś punkcie właściwym, który oznaczmy 
np. literą M. Punkt M jest punktem początkowym dwu pro- 
mieni, zawartych w rozpatrywanej prostej właściwej. Punkty 
właściwe, różne od punktu M, jednego z tych dwu promieni po- 
siadają rzędne dodatnie, punkty właściwe zaś, różne od punktu 
M, drugiego promienia posiadają rzędne ujemne. Weźmy te- 
raz pod uwagę kąty, dla których wierzchołkiem jest punkt M, 
ramionami zaś są: pierwszy z wymienionych przed chwilą 
promieni rozpatrywanej prostej właściwej oraz promień, po- 
siadający zwrot dodatni osi x-ów. Jeden z tych kątów jest 
mniejszy od a, i ten właśnie kąt nazywamy kątem, jaki 
rozpatrywana prosta właściwa tworzy ze zwrotem dodatnim 
osi x-ów. Jeżeli zaś mamy jakąś prostą właściwą, równo- 
ległą do osi x-ów, to przez kąt, jaki ta prosta tworzy ze 
zwrotem dodatnim osi x-ów, rozumiemy 0. 

Z tej definicji kąta, jaki prosta właściwa tworzy ze 
zwrotem dodatnim osi x-ów, wynika, iż kąty, jakie ze 
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zwrotem dodatnim osi x-ów.tworzą 2 proste 
właściwe wzajemnie równoległe, są równe. 


A teraz przejdźmy do szukania znaczenia geometrycz- 
nego spółczynnika m w równaniu (6), przedstawiającem 
prostą właściwą d. 

Oznaczmy kąt, jaki prosta właściwa d tworzy ze zwro- 
tem dodatnim osi x-ów, przez «. Weźmy następnie pod 
uwagę równanie 


(7) y=mx. 


To równanie przedstawia prostą właściwą d', równoległą 
($ 21) do prostej właściwej d i przechodzącą przez początek 
układu spółrzędnych. Prosta właściwa d' tworzy ze zwro- 
tem dodatnim osi x-ów też kąt a. 


Prosta d może być równoległą do osi x-ów, lub też nie. 
Załóżmy najpierw, że prosta d równoległą do osi x-ów nie 
jest. Wtedy prosta d' osi x-ów nie nakrywa. 


Weźmy na prostej d' jakikolwiek punkt P, posiadający 
rzędną y, dodatnią. Odciętą punktu P oznaczmy przez xı. 
Ponieważ punkt P początku układu spółrzędnych nie na- 
krywa (albowiem, według założenia, y, 0), przeto x, +Œ 0. 
Gdyby bowiem x, =0, to w takim razie punkt P należałby 
do osi y-ów, prosta d‘ więc, jako posiadająca z osią y-ów 
2 różne punktv wspólne (mianowicie punkt P oraz początek 
układu spółrzędnych), musiałaby tę oś nakrywać, a zatem 
prosta d musiałaby być do osi y-ów równoległa, stąd zaś 
wynikałoby, że prostej d przez równanie w postaci zwyczaj- 
nej przedstawić nie można. Widzimy więc, że x, F 0, a zatem 
albo x, >0 (rys. 12), albo x, <0 (rys. 13). 


Punkt P do prostej d' należy, zatem jego spółrzędne 
muszą równaniu tej prostej czynić żadość, t. zn. mamy 
Ji=max;, skąd wynika: 


(8) m= ` 
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Poprowadźmy przez punkt P prostą, równoległą do osi 
y-ów. Punkt przecięcia się tej prostej z osią x-ów oznaczmy 
przez N, 


Rys. 12. Rys. 13. 


Długości boków trójkąta są proporcjonalne do wstaw 
kątów tym bokom przeciwległych, z trójkąta zatem ONP 
wynika: 

(9) NP _ sin% NOP 
ON sin OPN 


gdzie przez NP i ON należy rozumieć liczby dodatnie, 
wyrażające długości odcinków NP i ON. 
W przypadku, gdy x,>0 (rys. 12), mamy: NP =y 


ON=x, XNOP=a, % OPN =n— au, z równości (9) wy- 
nika wiec wtedy: 

yı sina | 
(0 x, sin (0 — 2) 


W przypadku zaś, gdy x, < 0 (rys. 13), mamy: NP=y, 


ON=—x, x4 NOP =x—a, «*OPN=da—u, a zatem 
- re A yı __sin(1— a) ATTA 
z równości (9) wynika wtedy E PE ar czyli KĘ: 


sin a 


> +t.zn. znów równość (10). 
sin (0 — a) 


Równość (10) jest więc spełniona zarówno wtedy, gdy 
x;,>0, jak też wtedy, gdy x, <0. 
Z równości (8) i (10) wynika równość: 


_ sina 
(11) o sin (0 — a) 
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Równość tę otrzymaliśmy w założeniu, że prosta d nie 
jest równoległa do osi x-ów. Jeżeli zaś prosta d jest równo- 
legła do osi x-ów, to w takim razie kąt «a równa się 0, za- 
tem sina=0, lecz z drugiej strony wtedy również m==0, 
skąd wynika, że równość (11) jest spełniona także i w tym 
przypadku. 

A więc równość (11) wyraża, jakie znaczenie 
geometryczne posiada spółczynnik m. 

W równaniach w postaci zwyczajnej dwu prostych wła- 
ściwych spółczynniki przy x są równe wtedy i tylko wtedy, 
gdy te proste są wzajemnie równoległe, innemi słowy, gdy 
posiadają one jeden i' ten sam kierunek (Wstęp, III). Dla- 
tego też spółczynnik m w równaniu prostej właściwej w po- 
staci zwyczajnej nazywamy spółczynnikiem kierun- 
kowym. 

W równości (11) mamy spółczynnik m wyrażony przez 
kąty « i ». Odwrotnie, wyrazimy teraz kąt « przez spół- 
czynnik m i kąt o, Pomnóżmy w tym celu równość (11) przez 
sin (v— u), Otrzymamy wtedy: msin (o — u) = sino, czyli 
m sin © cos 4 — mcoswsin«=sin ©, skąd wynika sina (1 -- 
Ir m cos w) = m sin w cos «, a zatem: 


„._msino 
(12) tgu=1 Emcoso 


Z równości (12) wynika, iż jeżeli « oznacza kąt, jaki 
prosta A x + By -|- C =0, nie będąca równoległą do osi y-ów, 
tworzy ze zwrotem dodatnim osi x-ów, to wtedy 


—A sin» 
tg a = 4 ' 
1 — p cos% 
B 
czyli 
— A sin m 
ka te= A cos w —B' 


Wzór (13), wyprowadzony w założeniu, że rozpatrywana 
prosta nie jest równoległa do osi y-ów, jest prawdziwy jednak 
również wtedy, gdy ta prosta jest równoległa do osi y-ów. 
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Albowiem prosta Ax-|By--C—=0 jest równoległa do osi 
y-ów wtedy, gdy B=0, w tym zaś przypadku równość (13) 
sprowadza się do równości tg u =tg w, która w rzeczywistości 
jest spełniona, ponieważ w rozpatrywanym przypadku « =w. 
Wzór (13) jest więc prawdziwy zawsze. 
Przypuśćmy, że jakaś prosta właściwa d jest przedsta- 
wiona przez równanie w postaci ogólnej: 


(14) Ax+By+ C—0. 


Jeżeli ta prosta nie przechodzi przez początek układu 
spółrzędnych, to zawsze od jej równania w postaci ośółnej 
możemy przejść do jej równania w postaci dwoistej lub też 
w postaci symetrycznej. Mianowicie równaniem rozpatrywanej 
prostej właściwej w postaci dwoistej będzie w tym przypadku 
równanie: t 


(15) Ax Hy +1=0, 


równaniem zaś tej prostej w postaci symetrycznej będzie rów- 
nanie: 


(16) WGID: 


Jeżeli zaś rozpatrywana prosta właściwa nie jest równo- 
legła do osi y-ów, to od jej równania w postaci ogólnej zawsze 
możemy przejść do jej równania w postaci zwyczajnej. Tem 
równaniem będzie mianowicie: 


(17) J=—g*—B' 


W końcu, bez względu na to, jaką jest rozpatrywana 
prosta właściwa, zawsze od jej równania w postaci ogólnej 
możemy przejść do jej równania w postaci normalnej Hesse go. 
Poszukamy teraz czynnika ©, przez jaki należy pomnożyć 
równanie rozpatrywanej prostej właściwej w postaci ogólnej, 
t. zn. równanie (14), aby otrzymać równanie tej prostej w po- 
staci normalnej Hesse go, t. zn. równanie: 


(18) XCOS4 -+y cos — p=}. 
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Szukany czynnik © musi spełniać warunki następujące: 
(19) ge A=cosq, o B=cosq, $©C=—p. 


Przez 9 rozumiemy ($ 3, rys. 10) jeden z kątów o wierz- 
chołku O, których ramionami są: promień, posiadający zwrot 
dodatni osi x-ów, oraz promień, posiadający zwrot odcinka 
OS, przyczem to, który z wymienionych kątów wybierzemy 
jako kąt t, na wartość cosy nie będzie miało żadnego 
wpływu. Weźmy więc np. jako kąt 9 ten z pośród wymie- 
nionych kątów, który jest mniejszy od 21, którego zwrotem 
jest zwrot dodatni pęku promieni o wierzchołku O ($ 2) 
i którego pierwszem ramieniem jest promień, posiadający 
zwrot dodatni osi x-ów. 

Przez W rozumiemy ($ 3, rys. 10) jeden z kątów o wierz- 
chołku O, których ramionami są: promień, posiadający żwrot 
dodatni osi y-ów, oraz promień, posiadający zwrot odcinka 
OS, przyczem to, który z wymienionych kątów wybierzemy 
jako kąt uv, na wartość cosi' nie będzie miało żadnego 
wpływu. Weźmy więc np. jako kąt y ten z pośród wymie- 
nionych kątów, który jest mniejszy od 27, którego zwrotem 
jest zwrot dodatni pęku promieni o wierzchołku O ($ 2) 
i którego pierwszem ramieniem jest albo promień, posiadający 
zwrot odcinka OS, albo promień, posiadający zwrot dodatni 
osi y-ów, w zależności od tego, czy kąt f nie jest większy, 
czy też nie jest mniejszy od kąta ©. 

Przy takim wyborze kątów © i W będziemy mogli po- 
wiedzieć, że w razie, gdy kąt w nie jest większy od kąta w, 
pomiędzy kątami piw zachodzi zależność f +y =w, wrazie 
zaś, gdy kąt © nie jest mniejszy od kąta ©, pomiędzy kątami 
piw zachodzi zależność p—v=w. A więc pomiędzy kątami 
w ij, wybranymi w umówiony sposób, zachodzi zależność: 


(20) pE y= o, 
gdzie znak + odnosi się do pierwszego z wymienionych 


przypadków, znak — zaś odnosi się do drugiego z tych 
przypadków. 


= (09F= 


Z równości (20) wynika: cos(y + YW) = coso, -czyli 
cos tp cos Ņ' + sin Q Sin U = cos w, czyli cos tę cos W} — cos © = 
== + sin 4 sin Y, a zatem (cos 4 cos W — cosw)* = sin? q sin” y, czyli 
(cos 'p cos 4—cos w)? =(1 —cos* q) (1--cos* 4), czyli cos” p cos? 4 + 
-- cos? w — 2 cos w cost cos Y = 1 —cos* p — cos? Y + cos? Y cos? Y, 
czyli cos” (+ cos” W — 2 cos w cos fcos Y = 1 — cos? œ, czyli 


(21) cos” q + cos? Y — 2 cos 0 cos Ẹ cos 4 = sin? w». 


Wstawmy w równość (21) zamiast cos i cosy iloczyny 
vA i oB [równ. (19)]. Otrzymamy wtedy: o*A* o*B*— 
— 2o? A B cos w = sin” o, czyli o” (A* + B* — 2 A B coso) =sin*o, 
skąd wynika: 


2 n = sin* » - 
(22) = 4EB—2ABcoso 


Aby więc otrzymać 9, należy z ułamka, stanowiącego stronę 
prawą równości (22), wyciągnąć pierwiastek kwadratowy. 
Otrzymamy wtedy 2 wartości: 


(23) SKL | 
T y A* -+ B*—2 AB cos w 


Chodzi teraz o to, która z tych dwu wartości bedzie 
stanowiła szukany czynnik ¢. Aby odpowiedzieć na to py- 
tanie, zwróćmy uwage na zależność [równ. (19)] o C =—p. 
Wielkość p albo jest równa 0 albo też posiada wartość do- 
datnią. Jest ona mianowicie równa 0 wtedy, gdy rozpatry- 
wana prosta przechodzi przez początek układu spółrzędnych, 
t. zn. gdy C=0. Przypuśćmy najpierw, że rozpatrywana prosta 
przez początek układu spółrzędnych nie przechodzi. Wtedy 
p> 0, a zatem © C < 0, skąd wynika, że e posiada znak prze- 
ciwny, aniżeli C. A zatem z pośród dwu wartości (23) czynnik © 
stanowi ta wartość, która jest znaku przeciwnego, aniżeli C. 
Ponieważ zaś sino zawsze posiada wartość dodatnią (gdyż 
zawsze »-<u) przeto otrzymamy szukany czynnik 0, jeżeli 
w mianowniku ułamka (23) przed symbolem, oznaczającym 
pierwiastek kwadratowy, weźmiemy znak, przeciwny temu 
znakowi, jaki posiada C. Symbolicznie wyrażamy to, umie- 
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szczając w mianowniku ułamka (23) przed symbolem, ozna- 
czającym pierwiastek kwadratowy, symbol (— sign. C), t. zn. 
piszemy: : 
sin w 
(24) = gs 2 z ; 
(= sign. C) y A” -+ B? — 2 A B cos w 

Przy określaniu znaku czynnika © założyliśmy, że roz- 
patrywana prosta nie przechodzi przez początek układu 
spółrzędnych. Gdyby zaś rozpatrywana prosta przez po- 
czątek układu spółrzędnych przechodziła, to wtedy znak 
czynnika © nie byłby jednoznacznie określony, albowiem nie 
byłyby jednoznacznie określone znaki wielkości cos p i cos W, 
gdyż, jak to zaznaczyliśmy w $ 3, za zwrot odcinka OS 
moglibyśmy wtedy uważać którykolwiek zwrot prostej, prze- 
chodzącej przez początek układu spółrzędnych i prostopadłej 
do rozpatrywanej prostej. Możemy więc powiedzieć, że 
równość (24) zachodzi zawsze, rozumiejąc to w ten sposób, 
iż w razie, gdy rozpatrywana prosta przechodzi przez po- 
czątek układu spółrzędnych, t. zn. w razie, gdy C=0, sym- 
bol (— sign. C) oznacza obydwa znaki -- i —, 

Z równości (19) i (24) wynika: 


| cos ij Asin w 
{— sign. C) y A7 + B? — 2 A B cos w ' 
B sin w 
25 y= | 
(25) 307 aign CA F OAB coso 
C sin w 


Pm Ega OA F B*—2ABcoso" 

Jeżeli więc prosta właściwa jest przedstawiona przez 
równanie w postaci ogólnej Ax -4 By -+C = 0, to równaniem 
tej prostej w postaci normalnej Hesse'go jest równanie : 

Asin w x+ 
(— sign. C) | A” 1-B*— 2ABcos" 
B sin w 
e Toy i Pri: 
(— sign. C) | A” -+ B* — 2 AB cos w 
i Csin » 
(— sign. C) | A -+ B*— 2 A B cos ù 


(26) 
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Do tych wyników doszliśmy, zrobiwszy pewną umowę, 
dotyczącą kątów 9 i Ww. Te wyniki są jednak od wymienio- 
nej umowy niezależne, albowiem wymieniona umowa dotyczy 
tylko samych kątów 4 i}, natomiast na dostawy tych kątów, 
a tylko one przecież w otrzymanych wynikach występują, 
żadnego wpływu nie wywiera. 

W Rozdziale I równanie punktu, różnego od początku 
układu spółrzędnych, w układzie płaskim  spółrzędnych 
Pliicker'a pisaliśmy w dwu postaciach, a mianowicie: 


(27) w tak zwanej postaci ogólnej ($ 17 i $ 18): 
u |+-Bv-+C=0; 


(28) w tak zwanej postaci dwoistej ($ 19): 
xu-pyv+1=0. 


Przez równanie w postaci ogólnej możemy przedstawić 
każdy punkt, różny od początku układu spółrzędnych. Na- 
tomiast przez równanie w postaci dwoistej możemy przed- 
stawić tylko każdy punkt właściwy, różny od początku 
układu spółrzędnych. 

Jeżeli jakiś punkt właściwy, różny od początku układu 
spółrżędnych, jest przedstawiony przez równanie w postaci 
ogólnej A x -++ By + C=0, to od tego równania możemy przejść 
do równania rozpatrywanego punktu w postaci dwoistej, 
którem mianowicie będzie równanie: 


(29) Gu Łow t=0. 


W końcu, równanie prostej, względnie punktu, w układzie 
płaskim spółrzędnych jednorodnych Hesse'go pisaliśmy w Roz- 
dziale I w dwu postaciach: AX --BY--CZ=0 ($ 1018 11) 
oraz UX = VY+ WZ=0 ($ 15), względnie AU--BV--CW=0 
($ 13 i $ 14) oraz XU--YV-+-ZW=0 ($ 15), przyczem rów- 
nanie w drugiej postaci nazwaliśmy równaniem w postaci 
dwoistej. Lecz, właściwie biorąc, równanie w pierwszej postaci 
różni się tu od równania w drugiej postaci tylko tem, że 
w każdem z tych dwu równań spółczynniki są oznaczone 
innemi literami, natomiast znaczenie geometryczne tych spół- 
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czynników w obydwu przypadkach jest jednakowe. Albowiem 
bez względu na to, czy równanie prostej napiszemy w postaci 
AX--BY+CZ=0, czy też w postaci UX+-VY-FWZ—=0, 
spółczynniki tego równania, t. zn. w pierwszym przypadku 
liczby A,B,C, w drugim zaś przypadku liczby U,V,W, będą 
mogły być uważane za spółrzędne tej prostej. Tak samo 
bez względu na to, czy równanie punktu napiszemy w postaci 
AU+BV-+- CW=0Q, czy też w postaci XU-YVV-ZW=0, 
spółczynniki tego równania, t. zn. w pierwszym przypadku 
liczby A,B,C, w drugim zaś przypadku liczby X, Y, Z, będą 
mogły być uważane za spółrzędne tego punktu. 

Dlatego też możemy powiedzieć, że w układzie płaskim 
spółrzędnych jednorodnych Hesse'śo zarówno każde równa- 
nie prostej, jak też każde równanie punktu, możemy uważać 
za równanie w postaci dwoistej, 

Poświęcimy jeszcze kilka słów przypadkowi, gdy układ 
płaski spółrzędnych Descartes'a, jakim się tu posługujemy, 


jest prostokątny, t. zn. gdy » =7 


W tym przypadku wzory (11) i (12) sprowadzają sie do 
wzoru: A 
(30) m = t$ u. 


Następnie, jeżeli przez 4 będziemy rozumieli wtedy jakiś kąt 
o wierzchołku O (niekoniecznie mniejszy od 2 x), którego 
($3, rys. 10) pierwszem ramieniem jest promień, posia- 
dający zwrot dodatni osi <-ów, drugiem ramieniem jest pro- 
mień, posiadający zwrot odcinka O S, oraz zwrotem jest zwrot 
dodatni pęku promieni o wierzchołku O, to będzie wtedy 
cos Y = sin fp, a zatem równąnie prostej właściwej w postaci 
normalnej Hesse' go będziemy mogli napisać tak: 


(31) xcosq9--ysinp—p—=0. 


Przyczem tutaj obowiązuje podana przed chwilą umowa, do- 
tycząca kąta g. Gdybyśmy przez 9 rozumieli jakiś kąt o wierz- 
chołku O, którego ($3, rys. 10) pierwszem ramieniem jest pro- 
mień, posiadający zwrot dodatni osi x-ów, drugiem ramieniem 
jest promień, posiadający zwrot odcinka OS, oraz zwrotem 
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jest zwrot ujemny pęku promieni o wierzchołku O, to, 
jako równanie prostej właściwej w postaci normalnej Hesse śo, 
zamiast równania (31) mielibyśmy równanie 
(32) x cos 4 —ysin f —p=0. 


Wzory (24) i (25) oraz równanie (26) w razie układu prosto- 
kątneśo sprowadzają się do: 


1 


33 © —— < 
Sa (— sign. C) V A? -+ B? 
A 3 
cos q = -$ 
(—sign. C) y A- B? 
B 
34 } = i 
gs | daj (— sign. C) y A* — B? 
E = c i 
(—sign.C) | A? — B* 
x B y 
(35) [>= tea 1 A24-B% | (—sign.C) | A?+-8*— 
| zzz eh 


"sign. O v A +-B* 


$ 29. Odległość wzajemna dwu punktów właściwych, — 
Niechaj będą dane 2 punkty właściwe P; (xu y1) oraz P. (x, yo). 
Obliczymy ich odległość wzajemną ô. 

Jeżeli punkty P, i P nakrywają się, to wtedy ich odle- 
śłość wzajemna równa się 0. Jeżeli punkty P, i P. leżą na 
prostej, równoległej do osi x-ów, wzślędnie do osi y-ów, to 
wtedy ich odległość wzajemna wynosi x;,—x, , względnie 
Yı—y» (dodanie kresek pionowych z obydwu stron sym- 
bolu, oznaczającego jakąś liczbę, oznacza, iż mamy na myśli 
wartość bezwzględną tej liczby, a więc np. przez x;— x2! 
rozumiemy wartość bezwzględną różnicy x; — xo). 

Pozostaje nam więc jeszcze obliczyć odległość wzajemną 
punktów P, i Ps w założeniu, że te punkty są różne i że 
łącząca je prosta nie jest równoległa ani do osi x-ów ani 
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do osi y-ów. W tym przypadku odległość wzajemną dwu 
punktów oblicza się zazwyczaj w sposób następujący. 

Przez jeden z dwu punktów danych prowadzimy prostą, 
równoległą do jednej z osi spółrzędnych, przez drugi zaś 
punkt dany prowadzimy prostą, równoległą do drugiej osi 
spółrzędnych, a więc np. przez punkt P, prowadzimy prostą, 
równoległą do osi x-ów, przez punkt P» zaś prostą, równo- 
ległą do osi y-ów (rys. 14). 
Punkt przecięcia się tych dwu 
prostych oznaczmy literą M. 

Kwadrat boku trójkąta 
równa się sumie kwadratów 

dwu pozostałych boków, 
zmniejszonej o podwojony ilo- 
czyn tych dwu boków oraz 
dostawy kąta, zawartego po- 
między nimi, a zatem z trój- 
kąta P, P.M (rys. 14) wynika: 


(1) Pi P= Pi M t- PM? —2 P, M . P- M .cos & P, MP.. 


7, 


Rys. 14. 


Lecz w przypadku, przedstawionym na rysunku 14, mamy: 
2) P, P,=0,P,M=x+—x, ,P,M=y—y, cP,MP,.=nx—o, 


zatem z równości (1) 
wynika: 
W = (xa — xi)? (Vs Æ 
pa” — 2(x2— xı) lya — 
= yı) cos (1— w»), 
czyli 
B) = (k — r + 
* lv — y)?  2(x; — 
— xa) (yı — ya) cos ». 


Rys. 15. Gdyby punkty da- 
ne P, i P} zajmowały 
jakieś inne położenie, aniżeli na rysunku 14, gdyby zajmowały 


one np. takie położenie, jak na rysunku 15, to wtedy równość (1) 
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też byłaby spełniona, lecz zamiast równości (2) mielibyśmy 

równości: 

(4) P:P = 0, Pi M= xx, P.M- = Pr" fa P, M P.= vw. 
Z równości (1) i (4) wynikałoby: 


SE = (xa — x (yi —Ys) — a2 (64 m xi) (Yi — ya cos o, 
czyli 

NE =|(x, — x) + (yi mya H2 la — a) (Pi — y) COS w, 

t. zn. znów równość (3). 

Równość (1) jest spełniona zawsze, bez względu na po- 
łożenie punktów P, i Ps. Natomiast równości, wyrażające 
długości boków P, M i'P,M oraz wielkość kąta P; MP. trój- 
kąta P, M P}, nie są już, jak widzieliśmy, od położenia punktów 
P, iP, niezależne. Pomimo to jednak, rozpatrując różne możli- 
wości, moglibyśmy się przekonać, że równość (3) jest speł- 
niona zawsze. 

A zatem w przypadku, gdy rozpatrywane punkty P; i P} 
są różne i łącząca je prosta nie jest równoległa ani do osi 
x-ów ani do osi y-ów, odległość wzajemną Ó tych dwu punktów 
wyraża wzór: 


5) 5=vlu—<x)" P y r 2(% — 2x2) W — yi) cos w. 


Lecz ten wzór możemy uważać za wyrażający odległość 
wzajemną rozpatrywanych punktów również wtedy, gdy te 
punkty nakrywają się, lub też gdy łącząca je prosta jest rów- 
noległa do osi x-ów, względnie do osi y-ów. Albowiem w przy- 
padku, gdy punky P, i Po nakrywają się, mamy x, =x»iy; =Y», 
a zatem z wzoru (5) wynika 5=0; w przypadku zaś, gdy 
prosta, łącząca punkty P, i P», jest równoległa do osi x-ów, 
względnie do osi y-ów, mamy yı = Y», względnie x, = x» z wzoru 
(5) wynika więc ò= x;,—x, , względnie ô= vy; —y,. 

Wzór (5) jest zatem prawdziwy zawsze. 

Jeżeli układ płaski spółrzędnych Descartes'a, jakim się 


tu posługujemy, jest prostokątny, t. zn. jeżeli 0=2, to wzór 
(5) sprowadza się do: 


(6) 5 = y (x — xe] F lyi vs. 
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Podany tu sposób obliczania odległości wzajemnej dwu 
puńktów w przypadku, gdy te punkty są różne, przyczem łącząca 
je prosta nie jest równoległa ani do osi x-ów, ani do osi y-ów, 
posiada pewne wady. Za wady bowiem należy uważać to, 
iż przy obliczaniu tej odległości posługujemy się tu wzorami, 
które zależą od położenia wzajemnego rozpatrywanych 
punktów, a mianowicie długość boku P; M trójkąta P, M P> 
może być równa albo x; — x» albo x» — xı, długość boku P„M 
trójkąta P, MP, może być równa albo yı —y», albo ya— yı, 
iw końcu wielkość kąta P, MP: trójkąta P, MP. może być 
równa albo o, albo 1 — w. Właściwie więc należałoby 
rozpatrzeć tu wszystkie przypadki, jakie zachodzić 
mogą, i dopiero wtedy, gdybyśmy w każdym z tych przy- 
padków otrzymali wzór (5), moglibyśmy powiedzieć, że ten 
wzór jest prawdziwy zawsze. 

To, co powiedzieliśmy przed chwilą, dotyczy wzoru (5), 
nie zaś (6). Gdybyśmy bowiem chcieli bezpośrednio obliczyć 
odległość wzajemną dwu punktów właściwych w razie układu 
prostokątnego, to wymie- 
nione wyżej trudności mo- 
ślibyśmy ominąć. Mogli- 
byśmy bowiem rozumo- 
wać w sposób następujący. 

Trójkąt (rys. 16) P, MP. 
jest prostokątny, mamy za- 
tem Rys. 16. 
(7) P, P# =P, M” + P,M*. 


Lecz P, P.=6, bez względu zaś na położenie punktów P, iP. 
możemy powiedzieć że P, M= | x+—«» | oraz P,M= | yi^ , 
z równości zatem (7) wynika: = | xx—x,|?+| | pr—y,]*, 
czyli 5* = (x, — x)" + (p; — y.)?, skąd otrzymujemy: 


ô = y (xı — ss)? + (yi —yo)?, t.zn. znów wzór (6). 


Podamy teraz inny sposób wyprowadzania wzoru ogól- 
nego, t. zn. (5), sposób, wolny już od tych wad, o których 
mówiliśmy wyżej. Mamy tu, oczywiście, na myśli tylko ten 
przypadek, gdy punkty P, i P, są różne, przyczem łącząca 

F. Włodarski, Geom. anal. pl., cz. I. 10 


cin.org.pl 


—"IHGF = 


je prosta nie jest równoległa ani do osi x-ów, ani do osi 
y-ów. 

Przesuwamy przez punkt P; prostą, równoległa do osi 
x-ów, przez punkt zaś P, prostą, równoległą do osi y-ów. 
Punkt przecięcia się tych dwu prostych oznaczmy literą M. 
(rys. 14 lub 15). 

Boki trójkąta są proporcjonalne do wstaw kątów prze- 
ciwległych, biorąc zatem pod uwagę trójkąt P, M P., możemy 
powiedzieć, że: 

BIE PLK 
sin=-P,MP, sin" P.P,M' 
skąd wynika: 


(8) p, p,— P+M -sin =P, M P, 


sin = PaP, M 


Równość (8) zachodzi zawsze, bez względu na położenie 
wzajemne punktów P, i P». 

Proste P, M i P,M są odpowiednio równoległe do osi 
spółrzędnych, zatem kąty, jakie one z sobą tworzą, są równe 
kątom, jakie tworzą z sobą osi spółrzędnych, stąd zaś wynika, 
że <P,MP, jest równy albo o, albo 1r—w. W każdym 


z tych dwu przypadków mamy: 
(9) sin © P, M Pa = sin ù, 


Kąt, jaki prosta P, Pe tworzy ze zwrotem dodatnim osi 
x-Óów, Oznaczmy przez «. 

Ponieważ prosta P, M jest równoległa do osi x-ów, przeto 
<< P,P,M jest równy albo «, albo 1—a, W każdym z tych 
dwu przypadków mamy: 


(10) sin ~ PP, M=sin «. 

Bok P, M jest równy albo yı — yə, albo ps —y,. W każdym 
z tych dwu przypadków możemy powiedzieć, że: 
(11) P.M=y;—v.. 


Prostą P, P, możemy przedstawić przez równanie [§ 22, 
równ. (8a), str. 98]: 


(12) (yi Va) x — (xi — xy) y + (X y2— xay) =0. 
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ir a= (y: —y.) sin © 
ig «= —y2 
Xı — X | (Pi — Y2) COS W 

zatem | 

ar" 1 „4, [kit + (yi — Vs) cos of] 

OE a= z 1 = L + — ye) 

sin? « 1 -cotg*a |t Í PEAR TATA | 
czyli 
(13) sin” a = (yı yz.) sin? » 


(rx) (vi ygd” F 2 (6 — x) (pi — vs) cos o 


Z równości (10) i (13) wynika: 


in*P,P, M= Giy sinia . 

AFB (x; — x) + (pr — y) 2(x, — x) (7; —Vs) cos w 

Podnieśmy obiedwie strony równości (8) do kwadratu. 
Otrzymamy wtedy: 

+__ P.M*.sin* < PM P: 

(5) P,PS=" l <:P;P,M 


Z równości (15), (9), (11), (14) oraz z równości P, P> =ò 
wynika: r , 
« (NEM IEC (v: — pa)" sin‘ w 
= —p. sin“ %9]. 5 4 Y 
[(—ys)”sin*o] (ima) Ya 12(2—x2) lyy) coso 
czyli 
(16) 5° = (x; — xo)? + (p; — y)? + 2 (xi — x) (yi — ye) cos w, 


skąd znów otrzymujemy wzór (5). 


§ 30. Kąty dwu prostych właściwych. — Niechaj będą 
dane 2 proste właściwe d, i d., przedstawione odpowiednio 
przez równania: 


(1) Ax -+-Biy -C =0 i A;x+Byy - C4=0. 


Obliczymy wstawy, dostawy oraz styczne kątów, jakie 
te proste tworzą z sobą. 

W tym celu przesuńmy przez początek układu spółrzed- 
nych 2 proste dy' i d, odpowiednio równoległe do prostych 
dı i də» które zatem możemy przedstawić odpowiednio przez 
równania: 

(2) Ax By =0 i Ax- Bay =0. 
> i 10* 
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Kąty, zawarte pomiędzy prostemi d;' i d+, są równe kątom, 
zawartym pomiędzy prostemi d; i d». 

Kąty, jakie tworzą proste d;' i df ze zwrotem dodatnim 
osi x-ów, oznaczmy odpowiednio przez 4, i “o. 

W zależności od tego, czy kąt ©, nie jest mniejszy od 
kąta u., czy też kąt © nie jest mniejszy od kąta «©, różnica 
a, —a., albo różnica a» — ay, jest równa jednemu z kątów, jakie 
tworzą z sobą proste d;' i dx, a zatem jest równa także 
jednemu z kątów, jakie tworzą z sobą proste d; i dz. Ozna- 
czywszy więc ten kąt przez ©, będziemy mogli napisać: 


(3) 9 = + (a — 14), 


skąd wynika: 
(4) tg0= + (1 —tŚ'te 


1 tga, t$ w 


W $ 28 mieliśmy, iż jeżeli u oznacza kąt, jaki prosta 
Ax--HBy--C=0 tworzy ze zwrotem dodatnim osi x-ów, to 
w takim razie [str. 135, wzór (13)] 


s A sin w 
(5) tga - A cos o — B` 
Stąd wynika, że: 
2 A, sin w ; As sin w 
(6) tg a T F Bi tg ta Acos o — B; > 


Z równości (4) i (6) otrzymujemy: 


A, sin » Asino 
tg9 = 71008 w—B, Az cos o — Ba 
14, Asno ,  Azsine 
A; cos ù — B, Acos ù — B 
czyli 
(7) tg0—= + (A, Ba — A, B,) sin» 


A, A, +B, B:— (A; B2- Ą.B,) coso 


Otrzymaliśmy więc wzór na styczną jedneśo z kątów, 
jakie tworzą z sobą proste d; i dọ) W tym wzorze mamy 
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jednak z prawej strony 2 znaki, -| i —. Mogłoby więc pow- 
stać pytanie, który z tych dwu znaków należy właściwie 
wziąć. Otóż można wziąć którykolwiek z nich. Albowiem 
2 proste tworzą z sobą 2 pary kątów wierzchołkiem prze- 
ciwległych, i jeżeli styczna kąta, należącego do jednej z tych 
par, jest dodatnia, względnie ujemna, to wtedy styczna kąta, 
należącego do drugiej pary, jest ujemna, względnie dodatnia. 
Jeden więc znak, jaki mamy we wzorze (7), odnosi się do 
jednego z kątów, jakie tworzą z sobą proste d, i d., drugi zaś 
znak odnosi do drugiego z tych kątów. 
Z równości (7) wynika: 


8 1 
1 rtg O 
IA, Az -+ Bı Bz — (Ar B: + A, By) cos o]? 
IA, A: r B,B.— (A, Ba + A. B,) cos w| + (A, Bə — A. BF sin” SM 


czyli 


cos? QO = 


[A; A. + B, Ba — (A, Ba + Aa B+) cos w)” 


ż9— i 
0 © = (4,2 LB)? — 24, B, cos a) (47 BA — 24, B, cos 0) 
a zatem 
(8) cos © = 


` A, A» t B, B — (A; B. 7 A. B;) cos w ~ 
y (å? +B," —2A, B, cos w) (A; -+B — 2 A; Bo cos w) 


Jeżeli teraz równość (7) pomnożymy przez równość (8), 
to otrzymamy: 
(9) sin © = 
| (A, B,— A,B) sin | 
"(AŻ + B: —2A, B, cos o) (AF -4 By? — 2 A: B: cos w) 


Ponieważ przez kąty, jakie tworzą z sobą 2 proste 
właściwe, rozumiemy tu kąty, niewiększe od «, przeto wstawy 
tych kątów nie mogą być ujemne. Możemy więc powiedzieć, 
że we wzorze (9) należy wziąć taki znak, aby wartość na 
sin © nie była ujemną. I dla tej także przyczyny, że O< 3, 
należy we wzorach (7) i (8) brać takie znaki, aby otrzymane 
z tych wzorów wartości obiedwie były jednocześnie albo 
nieujemne, albo niedodatnie. 
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Zamiast wzorów (7), (8), (9) moglibýśmy wiec napisać wzory 
następujące: 


A, Ba- A. B, sinw 
“A, A, — B, Ba — (A; B: -F A, Bi) cos »' 
(11) cos © = 
A, AL + By B; — (A, B: - A, By) cos w 
LAF + B: —2 A, B, cos w) (AF - B#—Z A; B: cos ©) || 


(10)  tg9=3 


A, Be — A,B, sino 
i (A; i B —2A, B, cos w) (A7 T BF —2 A B cos w) 


przyczem tutaj już moglibyśmy powiedzieć, że we wzorach 
(10) i (11) należy brać w obydwu jednocześnie albo znak -+-, 
albo znak — [we wzorach (11) i (12) objęliśmy kreskami 
pionowemi również symbol |, w celu podkreślenia, że mamy 
tu na myśli pierwiastek dodatni; zresztą zwykle, jeżeli przed 
symbolem / nie piszemy żadnego znaku, to już przez to 
samo rozumiemy, że należy tu wziąć pierwiastek dodatni; 
kreski pionowe w mianownikach wzorów (11) i (12) nie są 
więc koniecznej]. 

Rozpatrywane proste są równoległe wtedy i tylko wtedy, 
gdy sinO=0. A zatem: 

Warunkiem koniecznym i dostatecznym 
równoległości dwu prostych właściwych 4 x+ 
--B,y--C1,=0 i As;x--Byy-|-Cs=0 jest spełnienie 
równości 


(13) A, Ba — A, B, =0. 


Ten warunek mieliśmy już w § 8 (str. 61) oraz w $ 21 
(str. 91) (tylko że w § 21 odnosił się on do jakichkolwiek 
dwu prostych A, X + B,Y+-C,Z=0 i A„X--B.Y- C, Z =0, 
niekoniecznie do dwu prostych właściwych). 

Rozpatrywane proste są prostopadłe wtedy i iko wtedy, 
gdy cos © =0. A zatem: 
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Warunkiem koniecznym idostatecznym pro- 
stopadłości dwu prostych właściwych A;x+- 
--B,y-+-C,=0 i Asx-Bsy|-C„=0 jest spełnienie 
równości 


(14) A A-B; B, — (A, B: -+ Ax B,) cos o =Q. 


Jeżeli układ płaski spółrzędnych Descartes'a, jakim się 


tu posłuśujemy, jest prostokątny, t. zn. jeżeli w = ą' to wzory 


(7), (8), (9) sprowadzają się do: 


> i A; B, — A, B, 
(15) RO= A TPR" 
A, A, + B, B- 
16 (-1 + P— R ; 
Ę ©" (AF BA] (A; FB.) 
(17) śn O = IBRA 


VIA BA (A: + BJ 


wzory (10), (11), (12) sprowadzają się do: 


|) — = A, Ba — Ay By 
(18) tg © - a ZE BEL" 
(19) cos O = — „A, A: r Bi Ba 


IV (ATF B,;3 (A BA) 


A,B;—A;By |, 
V(A,*-F B,?) (A2  B,?) 
warunek równoległości, t. zn. równość (13), pozostaje bez 
zmiany, warunek zaś prostopadłości, t. zn. równość (14), spro- 


wadza się do: 
(21) A Ax ŻE ByBE <= 


(20) sin © = 


Zastosowanie. Niechaj będzie dana prosta właściwa a, 
przedstawiona przez równanie Ax--By-- C=0. Prosta wła- 
ściwa d', przedstawiona przez równanie A, x--B,y--C, =0, 
jest do prostej d prostopadła wtedy i tylko wtedy, gdy jest 
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spełniony warunek AA, + BB, — (AB, + A, B} cos œ == 0, czyli 
A (B cos © — A) — B, (B — A cos 0) = 0, czyli 


B—Acosw _ B coso — A 
(22) "A= EOT : 
Oznaczmy wartość równych sobie stosunków, z których 
jeden stanowi stronę lewą równości (22), drugi zaś stronę 
prawą tej równości, przez ©. Liczba © jest skończona, ponie- 
waż nie jest możliwe, aby każda z liczb A, oraz B, była 
równa 0. Liczba © jest różna od 0, ponieważ nie jest mo- 
żliwe, aby każda z liczb B—Acoso oraz Bcosw— A była 
równa 0; gdyby bowiem każda z tych dwu liczb była równa 0, 
to mielibyśmy wtedy A=Bcosw oraz B=Acoso, a zatem 
również A=4Acos*w oraz B=Bcos*w», stąd zaś (ponieważ 
przynajmniej jedna z liczb A i B jest różna od 0) wynikałoby, 
że cos”w=], co nie jest możliwe, gdyż kąt ©» jest różny 
zarówno od 0, jak też od 7, 

Mamy: 


(23) B — Acos o =p A, Bcoso —A=09B,. 


Pomnóżmy równanie prostej d' przez ©. Otrzymamy wtedy 
oA,x-+-oB,y--oC1=0, czyli (równ. (23)] (B — 4A cos w) x-|- 
+ {B coso —Ajy + C'=0, gdzie symbolem C' oznaczyliśmy 
iloczyn 0C;. Otrzymaliśmy więc: 

Równanie każdej prostej właściwej, prosto- 
padłej do prostej właściwej Ax By C=0, mo- 
żemy napisać w postaci (B—Acoso)x--(Bcosv-—Ajy |- 
-- C =0. 

Jako przypadek szczególny otrzymujemy stąd: 

W prostokątnym układzie płaskim spółrzęd- 
nych Descartesa równanie każdej prostej wła- 
ściwej, prostopadłej do prostej właściwej Ax + 
-L By + C=0, możemy napisać w postaci Bx— Ay + 
-- CŒ = 0. 

Rozwiążemy teraz zadanie nastepujące: dana prosta wła- 
ściwa Ax--By--C=Q0 oraz punkt właściwy (x1, yı), napisać 
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równanie prostej właściwej, przechodzącej przez punkt dany 
i prostopadłej do prostej danej, 

Szukana prosta ma być prostopadła do prostej Ax- 
By -| C=0, jej równanie można więc napisać w postaci 
(B— A cos 0) x +- (B cos w — A} y + C'= 0. Szukana prosta ma 
„przechodzić przez punkt (x;, yı), zatem spółrzędne tego punktu 
muszą równaniu szukanej, prostej czynić zadość, t. zn. musi 
być spełniona równość (B —A cos 0) x, +(Bcoso— Ajy,-|-C'=0, 
skąd wynika: C‘ = — (B — A cos œ) x, — (B cos o — A) yi Szu- 
kaną prostą możemy zatem przedstawić przez równanie 
(B — A cos 0) x -+ (B cos o — A) y — [(B— A cos o} xı HB cos o — 
—A)y,] 70, czyli przez równanie (B—Acoso)(x— x,)--(Bcoso — 
=4)(y — ps) =0. 

Gdyby układ spółrzędnych Descartes'a, jakim się tu po- 
sługujemy, był prostokątny, to szukaną prostą moglibyśmy 
przedstawić przez równanie Bx— Ay — (Bx, — Ay,) =0, albo 
B(x — x,) — A(y—y,) =0. 


$ 31. Odległość punktu właściwego od prostej właściwej. 
— Dana prosta właściwa d oraz punkt właściwy P. Obliczymy 
odległość ô punktu P od prostej d. 


Oznaczmy spółrzędne punktu P przez x, y;. 


Każdą prostą właściwą możemy przedstawić przez rów- 
nanie w postaci normalnej Hesse' go. Niechaj więc równanie 


(1) XCOSY-|-ycosyy—p=0 


przedstawia prostą d. 


Przez punkt P przesuńmy prostą d‘, równoległą do 
prostej d. Równaniem prostej d' w postaci normalnej Hesse go 
niechaj będzie równanie 


(2) x COSY' --ycosy' —p'==0. 


Rozpatrzymy wszystkie przypadki, jakie tu zachodzić 
mogą. 
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Przypadek 1-y. Prosta dana d nie przechodzi przez 
początek układu spółrzędnych, przyczem punkt dany P leży 
nie z tej samej strony prostej danej d, co początek układu 
spółrzędnych (t. zn. leży on albo na prostej d, albo też 
z przeciwnej strony prostej d, aniżeli początek układu 
spółrzędnych) (rys. 17). 

W tym przypadku 
mamy: COS = cos f, 
cos W*== cos 4, p' =p + 
-+ ô, a zatem równanie 
prostej d' możemy na- 
pisać w ten sposób: 


(3) xcos9-|-y cos} — 
— (p +) =0. 


Punkt P do pro- 

Rys. 17. = stej d' należy, jego spół- 

rzędne musżą zatem 

równaniu tej prostej czynić zadość, t. zn. mamy xı Cos Y + 
+ y cos 4 — (p +) = 0, skąd wynika: 


(4) 0 = xı cos 9 +- pi cos Y — p. 


Przypadek 2-i. Prosta dana d nie przechodzi przez po- 
czątek układu spółrzędnych, punkt zaś dany P leży nie z prze- 
ciwnej strony prostej 
danej d, aniżeli po- - 
czątek układu spół- 
rzędnych (t zn. leży 
on albo na prostej d, 
albo też z tej samej 
strony prostej d, co 
początek układu spół- 
rzędnych), przyczem 
leży on niezewnątrz 
(t. zn. wewnątrz lub 
na obwodzie) pasa, 
ograniczonego prostemi d i d", gdzie d* oznacza prostą, prze- 


Ryc. 18. 
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chodzącą przez początek układu spółrzędnych i równoległą 
do prostej danej d (rys. 18). 

_ W tym przypadku mamy: cos = cos 9, cosy ==cost, 
p =p—ó6, a zatem równanie prostej d możemy napisać 
w ten sposób: 


(5) X COS f -+y cos Y — (p — 5) =0. 


Punkt P do prostej d' należy, jego spółrzędne muszą 
zatem równaniu tej prostej czynić zadość, t. zn. mamy x; cos © -H 
-+ p, cos Y — (p —0] =0, skąd wynika: 


(6) d =— (x; cos P -+ Vy cos 4 — p). 


Przypadek 3-i. Prosta dana d nie przechodzi przez 
początek układu spółrzędnych, punkt zaś dany P leży z tej 
samej strony prostej danej, co i początek układu spółrzęd- 
nych, przyczem leży on nie- 
wewnątrz (t. zn. zewnątrz lub 
na obwodzie) pasa, ośraniczo- 
nego prostemi d i d", gdzie d" 
oznacza prostą, przechodzącą 
przez początek układu spół- 
rzędnych i równoległą do pro- 
stej d (rys. 19). 

W tym przypadku mamy: 


cos 4' = — cos P, cos y* = 

= — cos V, p' =0— p, a zatem Ą ` 
równanie prostej d' możemy s 
napisać w ten sposób: Rys. 19. 

(7) — x cos 4 — y cos 4 — © — p) =0. 


Punkt P do prostej d' należy, jego spółrzędne muszą 
zatem równaniu tej prostej czynić zadość, t. zn. mamy 
— x; cos P — p, cos H — (ô — p) =0, skąd wynika: 


(8) 5 = — (x; cos 9 -+ p; cos Y — p). 
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Przypadek 4-y. Prosta dana d przechodzi przez po- 
czątek układu spółrzędnych (rys. 20), a zatem p=0, t. zn. 
równaniem prostej danej d jest równanie 
(9) x cos 9 -+ y cos Y= 0. 3 

W tym przypad- 
ku p' =ò, natomiast 
pomiędzy wielkościa- 
mi cos 4, cos 4, cos Y’, 
cosy zachodzą albo 
zależności: cos = 

= cos f, COS Y‘ = 
= cos 4, albo zależ- 

ności: cosp == 
=— cos f, cosp = 
~ COS A, 

Równaniem pro- 
Rys. 20. stej d' w postaci nor- 

malnej Hesse śo bę- 


dzie więc albo równanie 


(10) x cos fp - y cos W— 6=0, 
albo równanie 
(11) — x cos Pp —ypcos/—0=0. 
Punkt P do prostej d' należy, jego spółrzędne muszą 
zatem równaniu tej prostej czynić zadość, t. zn. mamy albo 


x, cos p-- p; cos 4 — ð= 0, albo — x, cos p—y, cosy — ò = 0, 
skąd wynika: 


albo < 

(12) ð = xı cos # -+ V; cos W, 
albo s 

(13) 5 = — (x; cos P + y; cos 4). 


Przyczem do wszystkich punktów, położonych z jednej 
strony prostej d, stosuje się wzór (12), do wszystkich zaś 
punktów, położonych z drugiej strony prostej d, stosuje się 
wzór (13) [do punktów, leżących na prostej d, stosuje się 
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zarówno wzór (12), jak też wzór (13), albowiem dla tych 
punktów ô= 0]. 


Możemy więc powiedzieć, że w każdym przypadku za- 
chodzi równość: ; 


(14) ò= x; cos P -+ y: COS Y'—p . 


Otrzymane wyniki upoważniają nas do wypowiedzenia 
twierdzenia następującego: 


Jeżeli w stronę lewą równania w postaci 
normalnej Hessego, przedstawiającego prostą 
właściwą daną d, zamiast niewiadomych xiy 
wstawimy spółrzędne punktu właściwego da- 
nego P, to wartość bezwzględna wyniku tego 
podstawienia będzie wyrażała odległość punktu 
danego P od prostej danejd. Przyczem jeżeli 
prosta dana d nie przechodzi przez początek 
układu spółrzędnych i punkt P do tej prostej 
nie należy, to wartość względna wymienioneśo 
wyniku będzie dodatnia lub ujemna w zależ- 
ności od tego, czy punkt dany P leży z prze- 
ciwnej strony prostej danejd, aniżeli początek 
układu spółrzędnych,czy też ztej samej strony, 
co początek układu spółrzędnych, 

Jeżeli prosta dana d jest przedstawiona przez równanie 
w postaci ogólnej Ax-|-By+-C—=0, to odległość 5 punktu 
danego P (xı, yı) od tej prostej możemy wyrazić w sposób 
następujący (§ 28): 


(15) = (Ax; A By, + C) sinw : 
| A? +B*—2ABcoso 


a 


W razie układu prostokątnego (t. zn. gdy © = z) wzór 


(15) sprowadza się do: 


Ax, + By, FC 


16 = "SA 
( V A —B* 
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§ 32. Pole trójkąta i wielokąta. — Dane są spółrzędne 
XJ X>, Vai Xz Ya wierzchołków Ay, A, A; trójkąta A, A Az 
(rys. 21). Obliczymy pole tego 
trójkąta. 

Boki rozpatrywanego trój- 
kąta, przeciwległe wierzchoł- 
kom4);, A>, A;,oznaczmy odpo- 
wiednio przez ay, a», a;. Kąt 
A» AA oznaczmy wprost 
przez 4. 

Możemy powiedzieć, że: 


Rys. 21, (1) Pole ^ A, Az A; = 
=> a> a; sin Ay. 


Mamy ($ 29) ; 


(2) | aa = y (x; — xa)" + (y1 — ya) - 2(x, — xa) (m — ya) cos w, 
| aa = V(x — xa) 7 (y1 "Va H2 (x — xa) (Y: — ya) cos w. 
Proste A; A; i A możemy przedstawić odpowiednio 
przez równania (§ 22): 


go [ordre eyt kys — ay) = 0, 
| (y: =, pa) x — (x, — X) y + (x; ya — Xy) =), 


Kąt A; jest jednym z kątów, jakie tworzą z sobą proste 
A, Az i A, A, mamy przeto [str. 150, wzór (12)]: 


(4) sin A, =| (x1 — xa) (y1 — ya) — (xı — xa) (yı — ya) sinoj: 
lx — xa)? + (yi — yad? + l — xa lyi ya) coso] ffei — xt -t 
hiyi — yd? +2 (r — x (vi — yd cos o] 2. 
Z równości (1), (2), (4) wynika: 
(5) Pole ^A AA =} (x, — xa) (yi — ya) lxi — xa) (yi —y:) sin w. 
Mamy: 
(6) (x1 — x) (yr — ya) — (x1 — 8a) (p: — p) = (x2 — xı) (y3 — 71) — 


Kè — Xy Yam yi 
men qe 4 >  Á—i . 
(xx 1) (ya — y) = ky — XP Vi 
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Xis Vis 1 
= | ba I e Yu ' 
Ka — Kuya — FO 


(7) aX2—Kyf/2" M 
Xz="Ky,ys Fi 


jeżeli więc do elementów zarówno drugiego, jak też trzeciego 
wiersza wyznacznika, stanowiącego stronę prawą równości 
(7), dodamy elementy wiersza pierwszego, to otrzymamy: 


74 

Ki Yir 1 
(8) Ko — Xi Ya — yi PRE 1 . 

Kg—Kuya JI Ro: Po, 1 

Z równości (5), (6), (8) wynika: 

1 |xqy 1 
(9) Pole 7 A A As = 2 sin © Kh Vas 1 
| XgrYa, 1 


Kreski pionowe zewnętrzne z prawej strony równości (9) 
oznaczają, że mamy tam na myśli wartość bezwzględną roz- 
patrywanego wyznacznika. Te kreski moglibyśmy opuścić 
tylko wtedy, gdybyśmy napewno wiedzieli, że wartość wzglę- 
dna rozpatrywanego wyznacznika jest dodatnia. 


Gdybyśmy zbadali cały szereś przypadków szczególnych, 
to spostrzeglibyśmy, że wartość względna wyznacznika, wy- 
stępującego we wzorze (9), jest dodatnia lub ujemna w zale- 
żności od tego, czy zwrot pęku promieni o wierzchołku S, 
leżącym gdziekolwiek wewnątrz trójkąta A; As Ay, określony 
przez trójkę promieni S A; SA», SA jest dodatni, czy też 
ujemny ($2). Wyrażamy to, mówiąc, że wartość względna 
rozpatrywanego wyznacznika jest dodatnia lub ujemna w za- 
leżności od tego, czy obieg trójkąta A, A. Az jest dodatni, czy 
też ujemny. Zresztą nie będziemy się tu „tem szczegółowo 
zajmowali. 
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Jeżeli chcemy obliczyć pole jakiegoś wielokąta, to roz- 
bijamy ten wielokąt przekątnemi na trójkąty (rys. 22), poda- 
nym wyżej sposobem obłiczamy pole 
każdego trójkąta oddzielnie i na- 
stępnie otrzymane w ten sposób licz- 
by sumujemy. 


Jeżeli układ spółrzędnych Des- 
cartesa, jakim Się tu posługujemy, 
jest prostokątny, to wzór (9) spro- 
wadza sig do: 


r 


1 |K Yi 1 | 
(10) Pole © A, A+ A, 2 | | Kay 1 | : 
Xs Vs, 1 
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Rozdział IV. 

§ 33. Stosunek podziału 3-ech punktów, leżących na jednej 
prostej właściwej. — Niechaj będą dane 3 punkty właściwe 
P;,P,, Ps, leżące na jednej 
prostej właściwej (rys. 23). 3 4 

Rozumiejącprzez Rys. 23. 

P, P, 


stosunek stosunek odcinków P,P, i PPs, 


P: P} 


tzn. stosunek pp wzięty ze znakiem +} albo — 
2 F3 


w zależności od tego czy odcinki P,P, i PP; 
posiadają zwrotyjednakowe,czyteż przeciwne, 
ten stosunek nazywamy stosunkiem podziału 
punktu P;względem punktów P, i P»„ albo też 
wprost stosunkiem podziału 3-ech punktów 
P,,P„P;, i oznaczamy symbolem (P, Pa, P3). 
A więc: 

_ P,Ps_, P, Ps, 
(1) (Pi, Pa, Pa) P. P. P.P, 
gdzie znak -|- odnosi się do przypadku, gdy odcinki P; P} 
i PaP, posiadają zwroty jednakowe, znak — zaś odnosi się 
do przypadku, gdy odcinki P, P, i PoP, posiadają zwroty 
przeciwne. 


P Pys 


Według tej definicji (Pa, Pi, P3) = DP. ' a zatem: 
143 
1 
(2) (Pa, Pi, Pa) zsp, P, PJ 
F, Włodarski, Geo anal. pł, cz. È 11 
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Jeżeli punkty P,,P., P są różne, to istnieją wtedy trzy 
możliwości: albo punkty P;,, P., P następują po sobie przy 
jednym zwrocie rozpatrywanej prostej w kolei P, P,P.,, za- 
tem przy drugim zwrocie w kolei P, P Pı; albo te punkty 
następują po sobie przy jednym zwrocie rozpatrywanej pro- 
stej w kolei P, P;P., zatem przy drugim zwrocie w kolei 
P, PP, (w tym przypadku punkt P, leży pomiędzy pun- 
ktami P, i P.); albo, w końcu, wymienione punkty następują 
po sobie przy jednym zwrocie rozpatrywanej prostej w kolei 
P,P, P, zatem przy drugim zwrocie w kolei P,P, Pe. 
W pierwszym i trzecim przypadku odcinki P, P, i PP, mają 
zwroty jednakowe, zatem stosunek podziału (P;, P., P.) po- 
siada wartość dodatnią, w drugim zaś przypadku odcinki 
P,P, i P Pà mają zwroty przeciwne, zatem stosunek podziału 
(P, Pa, Ps) posiada wartość ujemną. Możemy to wyrazić 
w sposób następujący: stosunek podziału (P,, P>», P;) posiada 
wartość ujemną wtedy, gdy punkt P, leży pomiędzy 
punktami P, i P., wartość zaś dodatnią wtedy, gdy punkt 
P, pomiędzy punktami P, i P» nie leży. 

Jeżeli punkt P, nakrywa punkt P,, stosunek podziału 
(P,, Pa, P;) jest równy 0, jeżeli zaś punkt P, nakrywa punkt 
P, stosunek podziału (P,, Po, Ps) jest równy + =. Jeżeli, 
w końcu, wszystkie 3 punkty P., P,, P nakrywają się, sto- 
sunek podziału (P,, P., P;) posiada wartość nieoznaczoną. 

Jeżeli punkty P, i P. nakrywają się, to każdy punkt 
właściwy prostej P, Po, różny od nakrywających się z sobą 
punktów P,iP., posiada względem tych punktów stosunek 
podziału równy 1. 

Czy w razie, gdy punkty P, i P są różne, istnieje na 
prostej P, P taki punkt właściwy P;, którego stosunek po- 
działu względem punktów P, i P posiadałby wartość 1? 
Stosunek podziału (P,, Po, P;) byłby równy 1 wtedy, gdyby 
punkt P, nie leżał pomiędzy ‘punktami P, iP, i był od 
każdego z nich jednakowo odległy. Na prostej zaś P, P» 
istnieje jeden tylko punkt właściwy, jednakowo odległy od 
punktów P, i P., którym jest środek odcinka o punktach 
krańcowych P,iP.; ten punkt leży zatem pomiędzy punk- 
tami P,iP., a więc jego stosunek podziału względem punk- 
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tów P,iP. jest równy —1. Możemy więc powiedzieć, że 
na prostej P, Po niema takiego punktu właściwego Px, którego 
stosunek podziału względem punktów P, i P. byłby równy 1. 

Umówmy się, że za stosunek podziału punktu 
niewłaściwego jakiejś prostej właściwej wzślę- 
dem jakichkolwiek dwu punktów właściwych 
tej prostej będziemy uważali 1. 

Ta umowa odpowiada uważaniu punktu niewłaściwego 
jakiejś prostej właściwej za punkt, któreśo odległość od 
każdego punktu właściwego tej prostej jest nieskończenie 
wielka (str. 8), Albowiem np. w przypadku, przedsta- 
wionym na rys. 23, możemy powiedzieć, że (P,, Pa, P;) = 

PiP, _ P,P, _P,P; PiPat PiP, PiP | dradyky 
DOP PP] BRR. BBE Pp FV 


więc odległość punktu P}, od punktu P. była nieskończenie 
wielka, to wtedy byłoby p Lp: =p a, zatem (8, Es, P) =. 


Z definicji stósińku podziółu punktu niewłaściwego 
względem dwu punktów właściwych wynika, że równość (2) - 
zachodzi również wtedy, gdy punkt P, jest punktem nie- 
właściwym. 

Uwaga. Zamiast uważać stosunek podziału 3-ech punk- 
tów właściwych Pı, P», P;, leżących na jednej prostej właści- 
wej, za iloraz samych odcinków P, P, i P.P;, wzięty z od- 
powiednim znakiem, możemy, oczywiście, uważać ten stosu- 
nek za iloraz liczb, wyrażających długości tych od- 
cinków przy dowolnie przyjętej jednostce długości, wzięty 
z odpowiednim znakiem. 

Moglibyśmy też postąpić jeszcze inaczej, a mianowicie 
w sposób następujący: przyjąwszy jeden zwrot rozpatrywa- 
nej prostej, t. zn. prostej, na której leżą punkty Pı, Po, Px, 
za dodatni, drugi zaś za ujemny, i ustaliwszy pewną jednostkę 
długości, każdemu z odcinków P,P i PP, moglibyśmy- 
podporządkować liczbę, której wartość bezwzględna wyraża 
długość odcinka i która jest dodatnia lub ujemna w zależ- 
ności od tego, czy odcinek posiada zwrot dodatni, czy też ujemny, 
a wtedy stosunkiem podziału (P,, P., P;) moglibyśmy nazwać 
wprost iloraz liczb, podporządkowanych odcinkom P,P; i P.P;. 

11 
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$ 34. Spółrzędne oraz równanie punktu, którego stosu- 
nek podziału względem dwu danych punktów właściwych 
jest dany. — Niechaj będą dane 3 różne punkty właściwe 
P; (xu y1), Po (x2, y2), Ps (x3, y3}, leżące na jednej prostej wła- 
ściwej d. Przypuśćmy, że pro- 
sta d nie jest równoległa do 
żadnej z osi spółrzędnych 
(rys. 24). 

Przesuńmy przez pun- 
kty P, Pa, P; trzy proste, rów- 
noległe do osi y-ów, których 
punkty przecięcia się z osią 
x-ów oznaczmy odpowiednio 

Rys. 24 przez P4', Py, Pš, oraz trzy 

proste, równoległe do osi x-Ów, 

których punkty przecięcia się z osią y-ów oznaczmy odpo- 

wiednio przez P;*, P", P". Na mocy znanego twierdzenia 
z Geometrji elementarnej możemy powiedzieć, że: 


P, P; = PtP, P, P; —. Pi P," | 
= oraz =? = 


P: P, PP; P; P PZP" | 


czyli 
(1) (Pi Pa, P) (Pi, P,, P;') oraz (Pi Pa, PJI=(P,", P+”, P". 


Z drugiej znów strony koleje, w jakich następują po sobie 
punkty P,,P.,P;* osi x-ów, względnie punkty P4*,P>*,Pz” osi 
y-ów, są takie same, jak koleje, w jakich następują po sobie 
punkty P;,P., Ps prostej d (str. 16 i 17). Jeżeli więc punkt P; 
leży pomiędzy punktami P,i P., to tak samo punkt P; leży 
pomiędzy punktami P i P oraz punkt P,“ leży pomiędzy 
punktami P,“ i P“. Jeżeli zaś punkt P pomiędzy punktami 
P, i P, nie leży, to tak samo punkt P; nie leży pomiędzy 
punktami P,‘ i P+ oraz punkt P,“ nie leży pomiędzy punk- 
tami P,” i P,*. Stosunki podziału (P;, P+, P), (PY, Pt, P), 
(Pi, Po“, P;*) są więc jednakowego znaku, a zatem z równości 
(1) wynika: 


(2) (P;, Pa, P.) (PY, Pii P;') oraz (P;, Pa Pa) -x (P,", Piss P“). 
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Wartość stosunku podziału (P,, P>, P;) oznaczmy przez u. 
Mamy więc: 


(3) iP Pa, P;) = (PR P>, Pz) == re; PRF, FE.) =y 


Istnieją tu 2 możliwości: albo punkt P, nie leży pomiędzy 
punktami P, i P», albo też leży. Każdą z tych dwu możli- 
wości rozpatrzymy oddzielnie. 

Możliwość 1-a. Punkt P; nie leży pomiędzy punk- 
tami P, i P,, Wtedy punkt P,‘ nie leży pomiędzy punktami 
P/ i Po. Możemy więc powiedzieć, że np. przy zwrocie do- 
datnim osi x-ów punkty P,,P,,P;' następują po sobie w jed- 
Rz 4-c6ch Kolei: PR. Pr PRIPP P;P, PB, RP PP. 


W razie jednej z dwu pierwszych wymienionych kolei mamy 


równości: P,'P, =x;— x, oraz Pý Př =x, —X:; w razie 
zaś jednej z dwu ostatnich wymienionych kolei mamy rów- 
ności: |P ‘P =x,—x;, oraz pP*pPý =x,— x, Bez 


względu więc na to, w której z 4-ech wymienionych wy- 
żej kolei punkty P,',P.',P;' przy zwrocie dodatnim osi x-ów 
E $ 3 ze xi Kx 
następują po sobie, zawsze mamy równość: u sły, 
3 3 
Lecz w rozpatrywanym przypadku u posiada wartość dodatnią, 
a zatem H =u, skąd wynika: 
Ži mka 


(4) = 


3 — X3 


Za pomocą rozumowania zupelnie analogicznego, zasto- 
sowanego do punktów P;", P“, P“, otrzymamy: 


— Mir" 

©) P Ję ze | 
Możliwość 2-a. Punkt P. leży pomiędzy punktami P, i Po. 
Wtedy punkt P,‘ leży pomiędzy punktami P; i P.. Możemy 
więc powiedzieć, że np. przy zwrocie dodatnim osi x-ów 
punkty P‘, P, P następują po sobie w jednej z dwu kolei: 
Py Px P.' albo P, P% P. W razie pierwszej z wymienionych 
kolei mamy równości P“ P; = x; — x; oraz P> P; = x» — kz, 
w razie zaś drugiej z tych kolei mamy równości 
PVP; =x;,— x oraz Py P =xz— x». Bez względu więc na 
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to, w której z dwu wymienionych kolei punkty P4', P>, P; 
przy zwrocie dodatnim osi x-ów następują po sobie, zawsze 


> Be X, — 3 
mamy równość: H=— „ __, « Lecz w rozpatrywanym 
EE 
obecnie przypadku u posiada wartość ujemną, a zatem 
5 Xi — Xg A Kı — X. 
u =— w, skąd wynika—u=— “~ * , czyli u = = k; 
Ka — E Xa — Xg 


t. zn. znów równość (4). 
Za pomocą rozumowania zupełnie analogicznego, zasto- 


sowaneśgo do punktów P“, P", P", otrzymamy znów rów- 
ność (5). 

Jak więc widzimy, równości (4) i (5) zachodzą w obydwu 
przypadkach. 


Z równości (4) oraz (5) wynika u(x — x)= xı —x; oraz 
ulysa)"Vr—ya,czyli(1— ux; =x; — x oraz (1—H)ys"Vr—NV>, 
skąd otrzymujemy: 


i — Rx ZJATCUA 


(6) Xz 1—n "7: 1—u 


Równości (6) otrzymaliśmy w założeniu, że prosta, na 
której leżą punkty Pı, Pa, Ps, nie jest równoległa do żadnej 
z osi spółrzędnych. Gdyby zaś wymieniona prosta była równo- 
legła do jednej z osi spółrzędnych, np. do osi x-ów, to 
w takim razie do punktów P,,P.,P;' podane wyżej rozumo- 
wanie mogłoby być zastosowane, a zatem pierwsza z pośród 
równości (6) byłaby spełniona; druga z pośród równości (6), 
jak to łatwo możemy spostrzec bezpośrednio, też byłaby speł- 
niona, albowiem w rozpatrywanym przypadku yı = y» = y3. 

Punkty P., Pa, P} uważaliśmy za różne. Gdyby jednak 
punkt P, nakrywał punkt P;, t.zn. gdyby było x3 = Xi, 3 = Yu 
p= 0, to równości (6) byłyby spełnione; gdyby zaś punkt P., 
nakrywał punkt P», t.zn. gdyby było Xa = x», Y3 = Ya A =+ œ, 
to byłyby spełnione równości (6), napisane w postaci: 

1 


1 
Xy—K2 Yı— 3: 
(7) zam " paz * i 
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Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie następujące: 


Jeżeli P, iP. są dwoma różnymi punktami 
właściwymi o spółrzędnych Descartesa «, yı 
i x, y, to spółrzędnemi Descartesa punktu 
właściwego P, należącego do prostej P, P, i po- 
siadającego względem punktów P,iP, stosunek 


podziału u, są liczby A i ei w przypadku, 
śdy u jest liczbą skończoną, liczby zaś 
1 1 
a= pih 
1 i — 1 w przypadku, gdy u jest licz- 
—l — | 


u y 
bą różną od 0. 


W przypadku, gdy u jest liczbą skończoną, za spół- 
rzędne jednorodne Hesse go punktu właściwego P, o którym 
mowa w twierdzeniu ostatniem, możemy uważać liczby 
X— Um, Vi — Hy 1l—w w przypadku znów, gdy u jest 
liczbą różną od 0, za spółrzędne jednorodne Hesse'go punktu 
P P E 1 1 1 

możemy uważać liczby o tima MR „7 1. 

Punkt P, o którym mowa w twierdzeniu ostatniem, jest 
punktem właściwym, a zatem u-E1. Zobaczmy, co przed- 
stawia trójka liczb x,—huxy, yy — Hy» 1—u, względnie 
1 
p i 
co przedstawia trójka liczb x,— xa, yy —y., 0. Ta trójka 
przedstawia (str. 64) punkt niewłaściwy prostej właściwej 
(yi — y) x—(x1—x,) y + C=0, gdzie C oznacza jakąkol- 
wiek liczbę rzeczywistą skończoną. Lecz wymieniona prosta 
właściwa jest równoległa do prostej właściwej (yı — yo) x — 
— (xı — x) y + (xı y2 — x2 y1) = 0, łączącej punkty P, i P 
(§ 22, str. 98), a zatem trójka liczb xı — xə, y; —y., 0 przed- 
stawia punkt niewłaściwy prostej P, P,. Ponieważ zaś sto- 
sunkiem podziału punktu niewłaściwego prostej P, P> wzślę- 
dem punktów P, iP, jest właśnie 1, mamy przeto twierdzenie 
następujące: 


X — A>, e Yi — Yə, 1, wtedy, gdy u=1, innemi słowy, 
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Jeżeli P, i P, są dwoma różnymi punktami 
właściwymi o spółrzędnych Descartesa x, yı 
ix» Yọ to za spółrzędne jednorodne Hesse go 
punktu P (właściwego lub niewłaściwego), nale- 
żąceśo do prostej P, Pai posiadającego wzślę- 
dem punktów P, i Pe stosunek podziału u, mo- 
żemy uważać liczby x, —ux,y;i —Hy, 1—H w przy- 
padku, gdy p jest liczbą skończoną, liczby zaś 
MM Ey Ju 1 w przypadku, śdy u jest 
liczbą różną od 0. 

Za spółrzędne jednorodne Hesse go punktów właściwych 
P,(x;,y;) oraz P; (x,y) możemy uważać trójki liczb x,,y;, 1 
Oraz Xv,yo,l, zatem te punkty możemy przedstawić przez 
równanie (§ 15): 


(8) x U tyi V—W=0, xU ry: V—w=0. 
Punkt zaś P, o którym mowa w twierdzeniu ostatniem, 
możemy przedstawić przez równanie (x, —H x») U-1-(7;, — ya) V-- 


+ 69 W=0, względnie (1x — x) U+] yy) v+ 


i t- 1) = 0, czyli 


©) x, Uy V+W—ufazU-y, V+W)=0, 
względnie 
(10) t(x U |- yV ES W) — (x U Hya V +- W) =0. 


Otrzymaliśmy więc twierdzenie : 

Jeżeli równania m,(U,V,W)Ex,U+y, VrW=0 
oraz m (U,V, W) =x, U+-y:V+W=0 przedstawiają 
2 punkty właściwe różne P; oraz P» to punkt P, 
należący do prostej P,P i posiadający wzślę- 
dem punktów P, iP, stosunek podziału u mo- 
żemy przedstawić przez równanie m (U, V, W) — 
— u, m (U, V,W)=0 w razie, gdy u jest liczbą skoń- 


czoną, przez równanie zaś gm (U,V, W)— m, (U,V, W)=0 


w razie, gdy # jest liczbą różną od 0. 
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Przypadkiem szczególnym tego twierdzenia jest twier- 
dzenie następujące : 


Jeżeli równania m,(u,v,l)=x,u--yyv-1=0 oraz 
my (u,v, 1)= xu -yov +1=0 przedstawiają 2 punkty 
właściwe różne PiP, (z których żaden nie na- 
krywa początku układu spółrzędnych), to punkt 
P, różny od początku układu spółrzędnych, 
należący do prostej P,P i posiadający wzślę- 
dem prnktów P, iP, stosunek podziału u, mo- 
żemy przedstawić przez równanie m, (u,v,1) — 
—u.Ma(u,v,1)-=0 w razie, gdy u jest liczbą skoń- 
czoną, przez równananie zaś 1 . my (u, v, 1) — 
— myl(u,v,1)=0wrazie,śgdyujestliczbą różna od0. 

Uwaga.  Trójmian ogólny jednorodny stopnia 1-ego 
z 3-ema niewiadomemi U,V,W, t. zn. trójmian AU--BV-- 
CW, oznaczaliśmy w § 25, i tak samo nadal będziemy 
oznaczali, symbolem M(U,V,W). Jeżeli zaś w tym trój- 
mianie spółczynnik przy W, t. zn. spółczynnik C, jest równy 1, 
to, chcąc to specjalnie podkreślić, będziemy pisali w wymie- 
nionym symbolu na oznaczenie trójmianu zamiast dużej 
litery M małą literę m, t. zn. rozpatrywany trójmian będziemy 
oznaczali symbolem m(U,V, W), co zresztą już w twierdze-. 
niach $ niniejszego stosowaliśmy. 


§ 35. Stosunek wstaw 3-ch promieni, wychodzących z jed- 
nego punktu właściwego. — Niechaj będą dane 3 promienie 
m Si, $2,53, wychodzące z jednego punktu wła- 

* ściwego W (rys. 25). Jeden z kątów, dla 

których pierwszem ramieniem jest promień s, 

oraz drugim ramieniem jest promień sz, 

oznaczmy przez s,s;, jeden zaś z kątów, 

w dla których pierwszem ramieniem jest pro- 

mień s, oraz drugiem ramieniem jest promień 


Rys. 25. 
S}, Ooznaczmy przez s sS}. 
= SIN S; Sz . 
Rozumiejąc przez stosunek , "* iloraz 
SIN Sv S3 

s 

ATEN 
LRINET N doet 
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sin S| S} 
SIN Sə S3 
ze znakiem + lub — w zależności od tego, czy 
kąty sss i s&s, posiadają zwroty jednakowe, 
czy też przeciwne, ten stosunek nazywamy 
stosunkiem wstaw promienia s wzgledem pro- 
mieni s, is, albo też wprost stosunkiem wstaw 
3-ch promieni $, S,S„ i oznaczamy symbolem 
(51, Sa, S3). 
A więc: 
(1) (Si, S2, Sa) 


wstaw kątów 5,53 i 5, t. zn. iloraz „wzięty 


-SINS, Sy___, SINS, Sy 
=+ , 
Sin Se Są sin Se Sy 


gdzie znak =œ- odnosi się do przypadku, gdy kąty Sı S3 i S»S4 
posiadają zwroty jednakowe, znak — zaś odnosi się do przy- 
padku, gdy kąty sı s, i S+S posiadają zwroty przeciwne. 

Pierwszem pytaniem, jakie narzuca się teraz samo przez 
się, jest pytanie następujące: czy wartość stosunku wstaw 
(si,5.,sz) trzech promieni S, S» S zależy od wyboru kątów 
Sı Sz I Sy Sg, CZY też nie zależy. 

Oznaczmy przez «, względnie przez ĵĎ, jeden z kątów 
mniejszych od 27, dla których pierwszem ramieniem jest pro- 
mień s,, względnie se, oraz drugiem ramieniem jest promień 

»s;. Każdy kąt s;,s:;, posiadający taki sam zwrot, jak kąt «, 
nie wyłączając samego kąta u, możemy przedstawić w postaci 
2ka--a, gdzie k oznacza liczbę rzeczywistą całkowitą nieu- 
jemną; każdy zaś kąt s, sz, posiadający zwrot przeciwny, ani- 
żeli kąt u, możemy przedstawić w postaci 2 kn — «a, gdzie k 
oznacza liczbę rzeczywistą całkowitą dodatnią w razie, gdy 
u=kEQ0, natomiast liczbę rzeczywistą całkowitą nieujemną w razie, 
gdy « =0. Analogicznie, każdy kąt s.s;, posiadający taki 
sam zwrot, jak kąt |), nie wyłączając samego kąta |), możemy 
przedstawić w postaci 2ka--], gdzie k oznacza liczbę rze- 
czywistą całkowitą nieujemną; każdy zaś kąt s»s;, posiada- 
jący zwrot przeciwny, aniżeli kąt |, możemy przedstawić 
w postaci 2ka—f), gdzie k oznacza liczbę rzeczywistą cał- 
kowitą dodatnią w razie, gdy -E0, natomiast liczbę rzeczy- 
wistą całkowitą nieujemną w razie, gdy P=0. 
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Rozpatrzymy teraz wszystkie przypadki, jakie zachodzić 
mogą. 

Przypadek 1-y. Kąt s;,sz posiada taki sam zwrot, 
jak kąt ©, oraz kąt səs, posiada taki sam zwrot, jak kąt f. 
W tym przypadku << s, sz==2k'T--a oraz = sis =2k* a+ fi, 
sin s; S;__ sin u. 


a zatem `. =" + [Na mocy więc równości (1) możemy 
Sin SəS} sin |) 
napisać: 
sin a 
(2) (Sis S, s.) = 


sin f ' 


gdzie znak -- należy wziąć wtedy, gdy kąty Sı Są i S253 po- 
siadają zwroty jednakowe, znak — zaś należy wziąć wtedy, 
gdy kąty sı S i sss; posiadają zwroty przeciwne. A ponie- 
waż w rozpatrywanym przypadku zwroty kątów s;sz i SoS% 
są odpowiednio takie same, jak zwroty kątów a i Ď, przeto 
możemy powiedzieć, że we wzorze (2) należy wziąć znak —- 
albo — w zależności od tego, czy kąty « i P posiadają zwroty 
jednakowe, czy też przeciwne. 

Przypadek 2-i. Kąt s,sz posiada taki sam zwrot, 
jak kąt «, kąt zaś ss, posiada zwrot przeciwny, aniżeli kąt p. 
W tym przypadku ©% s; s;=2k'xn--u oraz © s.sz=2k* 1 — fi, 


sin Sı S3 sina .. ; t F. , 
a zatem |. —=— ..." Na mocy więc równości (1) możemy 
SIN S» S} sin P 
napisać: , 
— Sin « 
(3) (Si, Sy s.) "" 


- Ti 
sin fi 


gdzie znak — należy wziąć wtedy, gdy kąty s;sz i S25 po- 
siadają zwroty jednakowe, znak -|- zaś wtedy, gdy kąty s, s 
i S S, posiadają zwroty przeciwne. A ponieważ w rozpatry- 
wanym przypadku zwroty kątów ss i Səs są jednakowe, 
gdy zwroty kątów a i B są wzajemnie przeciwne, oraz zwroty 
kątów sS» i S&S są wzajemnie przeciwne, gdy zwroty kątów 
«if są jednakowe, przeto możemy powiedzieć, że w roz- 
patrywanym przypadku zachodzi równość: 


REAL 
(4) (Si, Sa, Sz) = -+ sin B 
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gdzie należy wziąć znak + albo — w zależności od tego, 
czy kąty a i P posiadają zwroty jednakowe, czy jeż przeciwne. 

Przypadek 3-ci. Kąt s,sz posiada zwrot przeciwny, 
aniżeli kąt a, kąt zaś səsə posiada taki sam zwrot, jak kąt . 
W tym przypadku © s, s =2k'a— a oraz <Xs.sz=2k*u--f, 


sin S; S3 sina 4, z A e 
a zatem >, = —`, e Na mocy więc równości (1) mo- 
sin S S3 sin P 
żemy napisać: 
„sinu 
(5) (Si, 52, Sz) LEA j1 
sin | 


gdzie znak — należy wziąć wtedy, gdy kąty s, s; i S»s; po- 
siadają zwroty jednakowe, znak -- zaś wtedy, gdy kąty 
Sı S; i sos; posiadają zwroty przeciwne. A ponieważ w roz- 
patrywanym przypadku zwroty kątów ss i S25 są jedna- 
kowe, gdy zwroty kątów a i Ď są wzajemnie przeciwne, oraz 
zwroty kątów s;Sz i S5% są wzajemnie przeciwne, gdy zwroty 
kątów a i są jednakowe, przeto niożemy powiedzieć że 
w rozpatrywanym przypadku zachodżi równość: 


(6) z (Si, Sa, Są) = > 


gdzie należy wziąć znak + albo — w zależności od tego, 
czy kąty « i B posiadają zwroty jednakowe, czy też prze- 
ciwne. 

Przypadek 4-y. Kąt s;sz posiada zwrot przeciwny, 
aniżeli kąt «, oraz kąt S są posiada zwrot przeciwny, aniżeli 
kąt B. W tym przypadku © s;szg=2k'1—u oraz <£ s, S= 
sin s;sz__ sina 
sin səs, sinb 
ności (1) możemy napisać: 


=2k"x— p, a zatem Na mocy więc rów- 


sin u 
(7) (54, S2, Sa) “ak sin p’ 
gdzie znak -|- należy wziąć wtedy, gdy kąty siS i s»sz po- 
siadają zwroty jednakowe, znak — zaś należy wziąć wtedy, 
gdy kąty s;sz i s.sz posiadają zwroty przeciwne. A ponieważ 
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w rozpatrywanym przypadku zwroty kątów S;sz i s»Sz są 
jednakowe, gdy są jednakowe zwroty kątów a i fi, oraz 
zwroty kątów s,sz i szsz są wzajemnie przeciwne, gdy są 
wzajemnie przeciwne zwroty kątów « i p, przeto możemy 
powiedzieć że w rozpatrywanym przypadku należy wziąć 
we wzorze (7) znak + albo — w zależności od tego, czy 
kąty « i P posiadają zwroty jednakowe, czy też przeciwne. 

Otrzymaliśmy więc, iż bez względu na to, który z pośród 
kątów, posiadających promień s; jako ramię pierwsze oraz 
promień s; jako ramię drugie, weźmiemy jako kąt SiS% i 
który z pośród kątów, posiadających promień s. jako ramię 
pierwsze oraz promień sz jako ramię drugie, weźmiemy jako 
kąt s»s;, zawsze będziemy mieli: 


(8) (Sir Sz, Sa) = F p 
gdzie należy wziąć znak + albo — w zależności od tego, 
czy kąty ui P posiadają zwroty jednakowe, czy też przeciwne. 
A zatem wartość stosunku wstaw (sy,s.,sz) od 
wyboru kątów S;sz i S25% nie zależy. 
Na mocy definicji stosunku wstaw 3-ch promieni możemy 


AA SINSĘS3 9, + . T 
napisać: (Sa, Sı Sa) =~ - Z tej równości oraz s 
sin S; S3 


z równości (1) wynika: 


(9) (Sa, S1, 5) = 


(51,52, Sa) | b 
Niechaj z jedneśo punktu właściwego W wy- z 33 
chodzą 2 promienie s; i s», różne i nie leżące Ś 3 
na jednej prostej (rys. 26). n Aa 
Oznaczmy przez sy, względnie s», promień, * 4 
którego początkiem jest punkt W i który po- Rys. 26. 


siada zwrot przeciwny, aniżeli promień sy, 
względnie s». 

Jeżeli promień s; nakrywa promień s; lub sy, to stosunek 
wstaw (Si, Sə sz) jest równy 0. Jeżeli zaś promień sz nakrywa 
promień s> lub s»', to stosunek wstaw (s; S2, sz) jest równy + œœ, 
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Przy wierzchołku W mamy 4 kąty mniejsze od 7, miano- 
wicie kąty Sı Sa, Sa S1, S1' S2, S2 Si, Z których każde 2 sąsiednie, 
t. zn. kąty sı S3 i s»sy, albo szsy' i sy'Są, albo s's; i s+ s,, albo 
Sə Sy 1 S;S», posiadają jedno ramię wspólne i które, wzięte 
wszystkie razem, wypełniają cały pęk promieni o wierzchołku W, 
Kąty sisə i si's, jak też kąty Sasy' i s» s4, tworzą parę kątów 
wierzchołkiem przeciwległych. 

Niechaj teraz będzie dany jakiś promień sz, dla którego 
punkt W jest początkiem i który jest różny od każdego 
z 4-ech promieni s;,S»,s;,s>. Prży obliczaniu stosunku wstaw 
(Si, S», sz) przez kąt s;sz, wżględnie s»sz, możemy rozumieć 
jakikolwiek kąt, którego pierwszem ramieniem jest promień sı, 
względnie s», drugiem zaś ramieniem jest promień Są 
Przyjmijmy więc np. jako kąty -S;Sz i sasz kąty o zwrocie 
Sı S2S1, mniejsze od 2x. Ponieważ wtedy zwroty kątów Ss; sz 
i sosą są jednakowe, przeto zachodzi równość: 


(10) (6,, 52, Sa) = LE, 
SIN So S3 

Jeżeli promień sz leży wewnątrz pierwszego z pośród 
4-ech wymienionych wyżej kątów, wypełniających pęk pro- 
mieni o wierzchołku W, t. zn. wewnątrz kąta s,s., to wtedy 
© Si S< 7 oraz © SS> 1, zatem (Sy, S2, Sa) < 0. 

Jeżeli promień sz leży wewnątrz drugiego z pośród 4-ech 
wymienionych wyżej kątów, t. zn. wewnątrz kąta s.sy, to 
C SiS <T oraz © SoS <0, zatem (sy, S2, Sa) > 0. 

Jeżeli promień s; leży wewnątrz trzeciego z pośród 4-ech 
wymienionych wyżej kątów, t. zn. wewnątrz kąta sy's», to 
© SiS > Toraz 7 SgS <1, zatem (Si, Ss, Sz) < 0. 

W końcu, jeżeli promień s; leży wewnątrz ostatniego 
z pośród 4-ech wymienionych wyżej kątów, t. zn. wewnątrz 
kąta s sı to s, s; > m, oraz =" sy Sz > 1, zatem (54, S2, sz) => 0. 

Otrzymaliśmy więc, że jeżeli promień sz leży wewnątrz 
kąta s;,s. albo też wewnątrz kąta s's ', to stosunek wstaw 
(Si, S2, sz) posiada wartość ujemną, jeżeli zaś promień s; leży 
wewnątrz kąta ss‘ albo też wewnątrz kąta s's, to stosunek 
wstaw (sy, s», S3) posiada wartość dodatnią. 
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Stąd więc wynika, że jeżeli promień sz jest dwusieczną 
kąta s,sz albo też kąta s;'s», to (51,S», Sz) =— 1, jeżeli zaś 
promień s; jest dwusieczną kąta s.s; albo też kąta s.'s,, to 
(51, S2, Sz) = 1. 

Jeżeli promień s» nakrywa promień s, (a zatem promień 
s; nakrywa promień sy), to dla każdego promienia są wy- 
chodząceśo z punktu W i różnego od promieni s, i s;' (lub 
S» i sz), mamy (Si, S, sz) = 1, dla promienia zaś są nakrywają- 
cego promień s; (lub s») albo też promień s;' (lub s,'), wartość 
stosunku wstaw (s;, s»,s.) jest nieoznaczona. 

Jeżeli promień s, nakrywa promień s; (a zatem promień 
s. nakrywa promień sı), to dla każdego promienia sz, wy- 
chodząceśo z punktu W i różnego od promieni s, i s,* (lub 
So i s»), mamy (Su s», sz) = —1, dla promienia zaś s;, nakry- 
wająceśo promień s; (lub s‘) albo też promień s;' (lub sə), 
wartość stosunku wstaw (Sy, S», Sz) jest nieoznaczona. 

Oznaczmy przez sz promień, którego początkiem jest 
punkt W i który posiada zwrot przeciwny, aniżeli promień sx. 
Jeżeli przez kąty S; sz, Sə Sz, Sy' Sz, S> Sg, S1 S3,S+sz będziemy ro- 
zumieli kąty o tym samym zwrocie, np. o zwrocie Sı s»S;, 
mniejsze od 2x, to będziemy mogli powiedzieć, że kąt s;' sz, 
względnie s.' sz, względnie s; sz', względnie s. sz' jest niewiększy 
lub też niemniejszy od x w zależności od tego, czy kąt sys;, 
względnie s» sz, względnie s, sz, względnie s» sz jest niemniejszy 
lub też niewiększy od 4. Stąd więc wynika, że: 


(Si's Sza Sa) = — (Sis S2, Sa), 
(1 1) (Si, 82, Sa) i (Si, Sor Sa), 
| (54, Sè, sy) a (s;, So 84). 


Z równości (11) wynika znów: 
(84, Sa, S8) "— (S1, Sar Sa) = (Sir 52,53); (54,52, Sa) = — (Si, 52, 5) = 
=—(54, 54, 53) ; (51,52 „53 ) — (51,52,5x ) = — (51,525); (51', 5 ,5z )= 
rzy (sy, S2, s) -— (Si, Sa 8s). 

Skutkiem tego, że (Si, S2, S3) = (Sy, S2, S3), t. zn., że każdy 
z promieni sz i sz posiada względem promieni s; i s. taki 
sam stosunek wstaw, stosunek wstaw (sy, s», S3) lub (S1, S2, S3‘) 
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nazywamy też stosunkiemwstaw prostej d; zawierają- 
cej promienie szi sz, względem promieni sjisziozna- 
czamy też symbolem (5,82, dz). 


Jeżeli 3 proste właściwe d, d» dą posiadają 
punkt właściwy W wspólny, to stosunkiem 
wstaw prostej d względem prostych dı i dą po- 
siadających dane zwroty, nazywamy stosunek 
wstaw prostej d względem promieni s,is., które 
wychodzą z punktu W, które są zawarte odpo- 
wiednio w prostych dii də i których zwrotami 
są odpowiednio dane zwroty prostych d, i d». 
Ten stosunek wstaw oznaczamy symbolem (dyd;,d). 


Jeżeli więc są dane tylko proste dy, dz,d, to symbol 
(dı, də, d) żadnego znaczenia nie posiada. Ten symbol po- 
siada znaczenie dopiero wówczas, gdy są dane również 
zwroty prostych d; i dh. 


Z pierwszych dwu z pośród równości (11) wynika, że: 


Stosunek wstaw (d,d.,d) zmieni znak, nie 
zmieniając jednak przytem swej wartościbez- 
względnej gdy zmienimy zwrotjednej z prostych 
di i d na przeciwny. 


Jednoczesna zatem zmiana zwrotów pro- 
stych d; id. na przeciwne nie wywiera na stosu- 
nek wstaw (du d» d) żadnego wpływu. 


Uwaga. Zamiast definjować stosunek wstaw 3-ech pro- 
mieni s;,5»,s, wychodzących z jednego punktu właściwego, 
jako iloraz wstaw kątów s;sz i S2əS%, Wzięty ze znakiem -|- 
lub — w zależności od tego, czy te kąty posiadają zwroty 
jednakowe, czy też przeciwne, moglibyśmy postąpić inaczej, 
a mianowicie: przyjąwszy jeden zwrot pęku, zawierającego 
promienie Sı, s», sz, za dodatni, drugi zaś za ujemny, i umó- 
wiwszy się, iż kąty o zwrotach dodatnich będziemy uważali 
za dodatnie, kąty zaś o zwrotach ujemnych za ujemne, mośli- 
byśmy stosunek wstaw promieni Sı, s, sz zdefinjować wprost 
jako iloraz wstaw kątów S;Sz i Sə Sx. 
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§ 36. Równanie prostej właściwej, której stosunek wstaw 
względem dwu danych promieni jest dany. — Niechaj z jednego 
punktu właściwego W wychodzą 2 promienie s; i s, różne 
i nie leżące na jednej prostej (rys. 27). Poza tem niechaj 
przez punkt W przechodzi jakaś prosta d, która nie zawiera 
żadnego z promieni s; i sə i której stosunek wstaw względem 
tych promieni jest równy h, t. zn. 


(1) (51, Sz, d) =p. 


Promień, wychodzący z punktu W i posiadający zwrot 
przeciwny, aniżeli promień są względnie s, oznaczmy przez 
si, wzślędnie s.  Prostą zawiera- 
jącą promienie s, i sı‘, względnie s»i s», 
oznaczmy przez dą względnie d». 

Weźmy teraz jakikolwiek układ spół- 
rzędnych Descartes'a, którego począ- 
tek O nie leży ani na prostej d,, ani 
na prostej d,. Niechaj równaniami w po- 
staci normalnej Hesse go prostych d; i d, 
będą w tym układzie odpowiednio 
równania 


(2 (67,1) x cos Pi -+y Cos Vy —p1 =0, 
|E (x, y, 1) = x cos Pa + y cost — ps = 0. Rys. 27. 


Weźmy na prostej d dowolny punkt właściwy P, różny od 
punktu W, Spółrzędne punktu P oznaczmy przez x‘, y'. Spuść- 
my z punktu P na proste d; i də prostopadłe, których spodki 
oznaczmy odpowiednio przez M, i Mə., Możemy powiedzieć, 


. — _ sin < PWM, " PM pe: z 
że u = = Pwp, cz sin © PWM =p orazsin" PWM, = 
Eh zatem 
Spy. 

_ PM, 
(3) p PME 


PM,, względnie PM;, jest to odległość punktu P od prostej 
dı względnie d». Mając więc równania prostych d, i də 
F. Włodarski, Geom. anal. pb, cz. I. 12 
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w postaci normalnej Hesse go możemy te odległości łatwo 
obliczyć ($ 31). W tym celu będziemy odróżniali 2 przypadki. 


Przypadek 1-y. Początek O układu spółrzędnych nie 
leży wewnątrz żadnego z mniejszych od r kątów Sı Sə i sy s, 
leży więc on wewnątrz jednego z mniejszych od r kątów 
SzSy i S4'S, (rys. 27). 


Przypuśćmy, że prosta d leży wewnątrz kątów wierz- 
chołkiem przeciwległych s,s» i si s>. Punkt P leży wtedy 
albo z przeciwnej strony prostej d;, aniżeli początek O układu 
spółrzędnych, a w takim razie z tej samej strony prostej də, 
co początek O układu spółrzędnych, albo też z tej samej 
strony prostej dı, co początek O układu spółrzędnych, a w takim 
razie z przeciwnej strony prostej d, aniżeli początek O 
układu spółrzędnych. Mamy więc (§ 31) albo PM, = h (x, y‘, 1) 
i PM:=—h (x',y', 1), albo PM, =—lh (xy, 1) i PM=h (21), 


M; h (x,y',1) 


w każdym więc razie PH =— Ly 1)” a zatem [równ. (3)]: 


hi (x,y',1) 
4 E Lley,1) 

Lecz wobec tego, że prosta d leży wewnątrz kątów 
wierzchołkiem przeciwległych s;s» i s,'sy, stosunek wstaw 
u jest ujemny ($ 35), zatem HU =— u, skąd wynika [równ. (4]]: 


(x',y',1) 
S Sp 
Przypuśćmy teraz, że prosta d wewnątrz kątów wierz- 
chołkiem przeciwległych s, s i s\'s% nie leży, zatem leży ona 
wewnątrz kątów wierzchołkiem przeciwległych səsi‘ i S% są 
Punkt P leży wtedy albo z przeciwnej strony zarówno prostej 
dı, jak i prostej də» aniżeli początek O układu spółrzędnych, 
albo też z tej samej strony zarówno prostej dą jak i prostej 
d» co początek O układu spółrzędnych. Mamy więc ($ 31) 
albo PM; =4H(x',y', 1) i PM, =l,(x',y',1), albo PM, =— 1, (x, y' 1) 
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A 5 a , PM, hly, 
i PM; = — h (x',y',1), w każdym więc razie PM. = t, T f H 
a zatem [równ. (3)]: 
i _hle,y 1) 
(6) =LGy 1) 


Lecz wobec tego, że prosta d leży wewnątrz kątów 
wierzchołkiem przeciwległych ss, i są's,, stosunek wstaw 
u jest dodatni ($ 35), zatem u= u, skąd wynika [równ. (6)]: 


a= hly’) 


4 y z ag (e',y*,1)' 


t. zn. znów równość (5). 
W rozpatrywanym więc przypadku zawsze zachodzi 
równość (7), a zatem także równość 


(8) 1,(x,y/,1)=u.h(x',y', 1) =0. 


Punkt P uważaliśmy za różny od punktu W, Gdybyśmy 
jednak przez x',y' rozumieli spółrzędne punktu W, to rów- 
ność (8) też byłaby spełniona, albowiem wtedy byłoby za- 
równo / (x*,y',1) =0, jak i Ł(x'„y', 1) =0. 

Przypadek 2-i1 Początek O układu spółrzędnych 
leży wewnątrz jednego z mniejszych od 1 kątów $; S i sy'S+'. 

Przypuśćmy, że prosta d leży wewnątrz kątów wierz- 
chołkiem przeciwległych sisə i sy'sy. Punkt P leży wtedy 
albo z przeciwnej strony zarówno prostej dı, jak i prostej dh, 
aniżeli początek O układu spółrzędnych, albo też z tej samej 
strony zarówno prostej d,, jak i prostej d» co początek 
O układu spółrzędnych. Mamy więc (§ 31) albo PM, = 
=h (x',y',1) i P M= h (x',y', 1), albo PM, =—h (x',y',1) 


i PM, =— b(x',y', 1), w każdym więc razie PM A ij 


a zatem [równ. (3)]: 


(9) u = 


12" 
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Lecz wobec tego, że prosta d leży wewnątrz kątów 
wierzchołkiem przeciwległych s; s» isy' s», stosunek wstaw u 
jest ujemny (§ 35), zatem = — n, skąd wynika (równ. (9)]: 


h (x',y',1) 
lą (xy, 1) i 


Przypuśćmy teraz, że prosta d wewnątrz kątów wierz- 
chołkiem przeciwległych sı sə i sy'S» nie leży, zatem leży 
ona wewnątrz kątów wierzchołkiem przeciwległych sə s;' i S% S4. 
Punkt P leży wtedy albo z przeciwnej strony prostej di, 
aniżeli początek O układu spółrzędnych, a w takim razie z tej 
samej strony prostej d» co początek O układu spółrzędnych, 
albo też z tej samej strony prostej d,, co początek O układu spół- 
rzędnych, a w takim razie z przeciwnej strony prostej d», 
aniżeli początek O układu spółrzędnych. Mamy więc ($31) 
albo PM, =h(x,y',1) i PM” =—Lfx,y',1), albo PM, = 
=— h(x',y,1) i PM=b(x,y, 1), w każdym więc razie 
PM,_  hlx,y',1) 


(10) n=— 


PM LER? zatem [równ. (3)]: 
i= — Wey, 1) 
(11) p == la (x,y, 1) a 


Lecz wobec tego, że prosta d leży wewnątrz kątów 
wierzchołkiem przeciwległych səs i s'S,, stosunek wstaw u 


jest dodatni (§ 35), zatem u= u, skąd wynika [równ. (11)]: 
a MR 
(12) AS) l tę 1) > 


t. żn. znów równość (10). 
W tym więc przypadku zawsze zachodzi równość (12), 
a zatem także równość 


(13) lę(x*,y',1) ru. łb(x',y',1)=0. 


Punkt P uważaliśmy za różny od punktu W. Gdybyśmy 
jednak przez x, y' rozumieli spółrzędne punktu W, to rów- 
ność (13) też byłaby spełniona, albowiem wtedy byłoby za- 
równo (x ,y',1)=0, jak i £Ł(x,y',1)=0. 
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Weźmy teraz pod uwagę równości: 
(14) 14(x,y,1) — v. lz (x, y, 1) =0, 
(15) h(x y, 1) + H dhl y, 1) = 0. 


Czy jest możliwe, aby w którejkolwiek z tych dwu 
równości po wykonaniu redukcji spółczynniki przy xiy stały 
się obydwa jednocześnie równe 0, innemi słowy, czy jest 
możliwe, aby były spełnione 2 równości cos f;, — u . cos > = 0 
i cos 4; — H. cos p=0, albo też 2 równości cosf;--H, cos ga=0 
i cos Yı +Hu.cos Y =0? To byłoby możliwe tylko wtedy, 
gdyby był spełniony warunek cos 4; : cos fa = COS W, : COS W, 
t. zn. gdyby proste d; i də były wzajemnie równoległe. Po- 
nieważ zaś proste d, i də równoległemi nie są (albowiem są 
one różne i przytem posiadają punkt właściwy W wspólnie), 
przeto nie jest możliwe, aby w którejkolwiek z równości 
(14) i (15) po wykonaniu redukcji spółczynniki przy x iy 
stały się obydwa jednocześnie równe 0. Każda więc z rów- 
ności (14) i (15) jest równaniem stopnia 1-go z dwiema nie- 
wiadomenń x i y. 

Z rozważań naszych wynika, iż w pierwszym, względnie 
drugim, z dwu rozpatrywanych wyżej przypadków spółrzędne 
każdego punktu właściwego prostej d spełniają równanie 
(14), wzślędnie (15), a ponieważ to równanie, jako równanie sto- 
pnia 1-ego z dwiema niewiadomemi x i y, przedstawia pewną 
w zupełności określoną prostą właściwą ($ 6), przeto w pierw- 
szym przypadku równanie (14), w drugim zaś przypadku rów- 
nanie (15) przedstawia prostą d. 

Prostą d uważaliśmy za różną od każdej z prostych dı 
i d» Gdyby jednak prosta d nakrywała prostą dı to jej 
stosunek wstaw i względem prostych d, i də byłby równy 0, 
a zatem też moglibyśmy powiedzieć, że równanie (14), wzgl. 
(15), przedstawia prostą d. Gdyby zaś prosta d nakrywała 
prostą da, to jej stosunek wstaw u względem prostych d; i d 
byłby równy =+ », moglibyśmy więc powiedzieć, że równanie 


(16) lily, 1) — kley, 1)=0, 
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względnie równanie 


(17) 117,04 b:(8,9,1]=0, 


przedstawia prostą d. 

Możemy zatem wypowiedzieć twierdzenie następujące: 

Jeżeli s, is, są dwoma promieniami, wycho- 
dzącymi z jednego punktu właściwego Winie 
leżącymi na jednej prostej, ijeżeli równaniami 
w postaci normalnej Hessego prostych d; i d» 
żawierających odpowiednio promienie 3 i S» 
w układzie płaskim spółrzędnych Descartesa, 
którego początek nie leży na żadnej z prostych 
dı i da są odpowiednio równania /,(x,y,1)=xcos',- 
+y cos Yı —p, =0 i l (x,y, 1) = x cos 92 + y cos Ya — p:=0, to 
prostą d, przechodzącą przez punkt W i posia- 
dającą wzgledem promieni s; i s stosunek wstaw 
l, możemy przedstawić albo przez równanie 
l (x,y, 1)— u.l (x,y,1)=0, gdy u jest liczbą skoń- 


czoną, i przez równanie ih (x,y,1) — h (x, y, 1) = 0, 


gdy u jest liczbą różną od 0, albo przez równa- 
nie h(x,y,1)-Fu.l(x,y,1)=0, gdy u jest liczbą skoń- 


czoną, i przez równanie Sen DERES D= 


gdy u jest liczbą różną od 0, w zależności od 
tego, czy początek układu spółrzędnych nie 
leży ani wewnątrz mniejszego od x kąta sis» 
ani też wewnątrz kąta, który jest względem 
wymienionego kąta siss kątem wierzchołkiem 
przeciwległym, czy też początek układu spół- 
rzędnych leży wewnątrz jednego z tych dwu 
kątów. 

Gdybyśmy, zamiast mówić o stosunku wstaw prostej d 
względem promieni s; i s., chcieli mówić o stosunku wstaw 
prostej d względem prostych d, i dą to w takim razie twier- 
dzenie ostatnie moglibyśmy wypowiedzieć w ten sposób: 
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Jeżeli d i da są dwiema różnemi prostemi 
właściwemi, posiadającemi dane zwroty i spo- 
tykającemi się w punkcie właściwym W,ijeżeli 
równaniami w postaci normalnej Hessego tych 
prostych w układzie płaskim spółrzędnych 
Descartesa, którego początek niefłeży na ża- 
dnej z nich, są odpowiednio równania 4) (x,y,1)= 
= x cosp, + y cos yı — pı =} i k(x,y, 1)= x cos P +y cos Y — 
—p==(, to prostą d, przechodzącą przez punkt 
W i posiadającą względem prostych d, id, sto- 
sunek ustaw u, możemy przedstawić albo przez 
równanie /,(x,y,1)—w.l;(x,y,1)==0, gdy u jest liczbą 
A e ©. 
gdy u jest liczbą różną od 0, albo przez rów- 
nanie l (x,y,1) +u blx,y,1=0, gdy u jest liczbą 


skończoną, i przez równanie , 
F 


skończoną,iprzez równanie | -4(xy,1)--4(x7,1)=0, 


gdy u jest liczbą różną od 0, w zależności od 
tego, czy początek układu spółrzędnych nie 
leży ani wewnątrz mniejszego od nr kąta, 
utworzonego przez zwroty prostych d,id., ani 
też wewnątrz kąta, który jest względem wy- 
mienioneśo przed chwilą kąta kątem wierzchoł- 
kiem przeciwległym, czy też początek układu 
spółrzędnych leży wewnątrz jednego ztych 
dwu kątów. 

Uwaga 1. Podane tu twierdzenia odnoszą się do przy- 
padku, gdy początek układu spółrzędnych nie leży na żadnej 
z prostych d, i dẹ». Gdybyśmy sposobem analogicznym zbadali 
również przypadek, gdy początek układu spółrzędnych leży 
na którejkolwiek z prostych d, i d., to z łatwością przyszli- 
byśmy do wniosku, że prostą d, przechodzącą przez punkt 
W i posiadającą względem promieni s, i s, (albo wzślędem 
prostych d, i d.) stosunek wstaw u, można przedstawić przez 
jedno z równań /,(x,y,1)—u.b(x,y1)=0i/,(x,y,1) + u. b(x,y,1)=0, 


albo przez jedno z równań A - Miz,y, dk (xy, M=0 
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i k l (x,y, 1) +l (x,y,1)=0. Przyczem jeżeli jakąś prostą 


d, różną od każdej z prostych d, i də i posiadającą 
wzgledem promieni s, i s, (albo względem prostych d, i də) 
stosunek wstaw H, można przedstawić przez równanie /, (x,y, 1)— 


— i, l (x,y, 1) 80, a zatem także przez równanie A TACA = 


—l,(x,y,1)=0, to wtedy każdą prostą d', posiadającą 
względem promieni s, i s. (albo względem prostych d, i də) 
stosunek wstaw u‘, można przedstawić przez jedno z równań 


lh (x,y, 1)— pé, l (x,y, 1) =0 i 1 " l (x,y, =h (x,y, 1) =% jeżeli 


zaś jakąś prostą d, różną od każdej z prostych diid» 
i posiadającą wzgledem promieni s; i s, (albo względem prostych 
d, i d.) stosunek wstaw H, można przedstawić przez równa- 
nie h (x,y,1)--u.l4(x,y,1)=0, a zatem także przez równanie 
2 l (x,y, 1) +- l (x,y,1)=0, to wtedy każdą prostą d', po- 
siadającą względem promieni s; i s. (albo względem prostych 
d, i d) stosunek wstaw u, można przedstawić przez jedno 


z równań I; (x, y, 1) + h(x, y,1)=0 i = -h(x y, 1) +l, y, 1} =0. 
r 


Uwaga 2. Trójmian ogólny stopnia l-ego z dwiema nie- 
wiadomemi x i y, t. zn. trójmian Ax-|- By + C, oznaczaliśmy 
w $ 25, i tak samo nadal będziemy oznaczali, symbolem 
L(x,y,1). Jeżeli zaś ten trójmian jest stroną lewą równania 
prostej w postaci normalnej Hesse go, innemi słowy, jeżeli jest 

| sin © 
spełniony warunek ($ 28) C sign. VA EBF=2ABcosu 
to, chcąc to specjalnie podkreślić, będziemy pisali w wymie- 
nionym symbolu na oznaczenie trójmianu zamiast dużej 
litery L małą literę I, t. zn. rozpatrywany trójinian będziemy 
oznaczali symbolem /(x,y,1), co zresztą już w rozważaniach 
§ niniejszego stosowaliśmy. 


§ 37. Proste, przechodzące przez wierzchołki trójkąta. — 
Niechaj będzie dany trójkąt A; A» Az, którego wierzchołki są 
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punktami właściwymi (rys. 28). Boki tego trójkąta, prze- 
ciwległe wierzchołkom A, A., Az, oznaczmy odpowiednio 
przez a;, a az. Prostej a, nadajmy ten zwrot, przy którym 
punkt A, następuje po punkcie 
A; prostej a. nadajmy ten 
zwrot, przy którym punkt 4, 
następuje po punkcie As; 
w końcu, prostej az nadajmy 
ten zwrot, przy którym punkt 
A» następuje po punkcie 4. 

Weźmy teraz jakikolwiek 
układ spółrzędnych Descartes'a, 
którego początek O znajduje Rys. 28. 
się wewnątrz (t zn. nie 
zewnątrz i nie na obwodzie) trójkąta A, 4 Az. Niechaj rów- 
naniami w postaci normalnej Hesse'go prostych a, a» az 
będą w tym układzie odpowiednio równania 4 (x,y, 1) =0, 
l; (x,y, 1)=0, h(x, y,1)=0. 

Na mocy twierdzenia, podanego w § 36, możemy po- 
wiedzieć, że: 

1) prostą, przechodzącą przez wierzchołek A, trójkąta 
A, A A i posiadającą względem prostych a» i ay stosunek 
wstaw |, możemy przedstawić przez równanie /,(x,y, 1) — 
—u,ły(x,y,1)==0, gdy u posiada wartość skończoną, oraz 


ae] 


przez równanie 1 dh (x,y, 1) — h (x ,y,1) = 0, gdy u posiada 
wartość różną od 0; 

2) prostą, przechodzącą przez wierzchołek A, trójkąta 
A; A A i posiadającą względem prostych az i a, stosunek 
wstaw H, możemy przedstawić przez równanie /;(x,y, 1) — 
—u.ly(x,y,1)=0, gdy u posiada wartość skończoną, oraz 


przez równanie : „ły(x,y,1)—b(x,y,1)=0, gdy u posiada 


wartość różną od 0; 

3) prostą, przechodzącą przez wierzchołek A; trójkąta 
A A, A i posiadającą względem prostych a, i a, stosunek 
wstaw u, możemy przedstawić przez równanie 1, (x, y, 1) — 
—hnu.,ły(x,y,1] =0, gdy u posiada wartość skończoną, oraz 
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przez równanie > „h tx y, 1) — l (x,y, 1) = 0, gdy u posiada 


wartość różną od 0. 

Zresztą doszlibyśmy do tych samych wniosków, gdybyśmy 
zwroty prostych ay, a» az zmienili na przeciwne, t. zn. gdy- 
byśmy, zamiast uważać proste ai, a., az za proste A. A}, AzA;, 
A, A, uważali je za proste A; A» A, Az, A. Ay. 

Gdybyśmy natomiast zmienili na przeciwne zwroty tylko 
jednej lub dwu z pośród prostych a;, a», az, to wnioski po- 
wyższe uległyby pewnym zmianom. Chcąc je zatrzymać, 
musielibyśmy układ 
spółrzędnychjDescar- 
tesa wybrać w inny 
sposób. Gdybyśmy 
np. proste ay, a, a} 
uważali za proste 
A> Ap, Ai Åz, A, A. 
(rys. 29), to, chcąc za- 
trzymać wnioski po- 
wyższe, musielibyśmy 
układ  spółrzędnych 
Descartes'a wybrać 
w ten sposób, aby jego 
początek leżał wew- 

Rys. 29 nątrz jednej z tych 
dwu części płasz- 
czyzny, które na rys. 29 są oznaczone kreskami. 

W S$ następnych Rozdziału niniejszego podamy kilka 
twierdzeń z Geometrji trójkąta. We wszystkich tych $$ przez 
trójkąt będziemy rozumieli trójkąt, którego wierzchołki 
są punktami właściwymi. Wierzchołki rozpatrywanego trój- 
kąta będziemy oznaczali przez A, A» A, boki zaś, tym 
wierzchołkom przeciwległe, odpowiednio przez a;, a», a;. 
Przyczem przez a, a., az czasami będziemy rozumieli proste 
As An A34, A A», czasami zaś odcinki AA, 444, A, A» 
Kąty wewnętrzne trójkąta A, A> Aj, t. zn. kąty As A; As, A, Ao An 
AAA, często będziemy oznaczali wprost przez Ay, A>, Ax. 
Jeżeli w którymkolwiek z tych S$ będziemy mówili o sto- 
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sunku wstaw jakiejś prostej, przechodzącej przez jeden 
z wierzchołków rozpatrywanego trójkąta A; A, A, względem 
dwu boków, przecinających się w tym wierzchołku, i nie za- 
znaczymy wyraźnie, jakie nadaliśmy zwroty wymienionym 
bokom trójkąta, to w takim razie przez zwroty boków trój- 
kąta należy wtedy rozumieć te zwroty, jakie posiadają boki 
trójkąta A, A Az na rys. 28, t. zn. przez boki ay, aa, az należy 
rozumieć odpowiednio proste 4.4, AA, A, A>. 

Również jeżeli w którymkolwiek z $$ następnych Roz- 
działu niniejszego boki rozpatrywanego trójkąta przedstawimy 
przez równania w postaci normalnej Hesse'go, to będziemy 
mieli na myśli równania, odniesione do takiego układu spół- 
rzędnych Descartes'a, którego początek znajduje się wewnątrz 
rozpatrywanego trójkąta. 


$ 38. Dwusieczne kątów trójkąta. — Niechaj będzie dany 
trójkąt A, A. Az (rys. 28), Dwusieczne kątów wewnętrznych 
A; A, A., A, Ao Ag, A, A; A, tego trójkąta oznaczmy odpowiednio 
przez dy, d.,dz. Mamy ($ 35 i $ 37): (ax, az, d,) = 1, (az, a,, dz) = 
FE 1, (ay, A>, dz) =1. 

Niechaj równaniami w postaci normalnej Hesse go prostych 
a,,a,,az będą odpowiednio równania 4, (x, y, 1)=0, L(x, y,1)=0, 
lh(x,y,1)==0. Proste d;, d», dy możemy wtedy przedstawić od- 
powiednio przez równania (§ 37): 


Lı (x,y, 1)=b(x,y, 1) —ł (x,y, 1) =0, 
L (x,y, ihes b (x,y, 1)— h (x,y, M=; 
La (x,y, 1 (x,y, 1)—/, (x, y, 1) =0. 


Ponieważ Li (x,y, 1) + Le (x, y, 1) + Ly (x,y, 1) =h (x,y, 1) — 
— hhx, y, 1) a l; (X,Y, 1) c= h (x, y, 1) q l E 1) — la (x,y, 1) =(, 
przeto ($ 26) proste d, d», dz posiadają jeden punkt wspólny. 
Dowiedliśmy więc, że dwusieczne kątów we- 
wnętrznych trójkąta przecinają się w jednym 
punkcie. Ten punkt jest, jak wiemy z Geometrji elementarnej, 
środkiem koła, wpisanego wtrójkąt wewnętrznie. 
Oznaczmy przez dy, d;, d% dwusieczne kątów zewnętrz- 
nych rozpatrywanego trójkąta, których wierzchołkami są od- 
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powiednio punkty A,, A», Az. Mamy ($ 35 i § 37): (ax, a, di) = 
=— 1, (ag, ay, d?) = — 1, (a, ay, dz') = — 1. Proste dx, dz',d;' 
możemy więc przedstawić odpowiednio przez równania ($ 37): 
b) (x,y, 1) = l (x,V, 1) = b (x,y, 1) = 0, 
Ly (x,y, 1)=5 (xy, 1) = l (x,y, 1) <= 0, 
Ly lzy, 1) =h (x,y, 1) JF l. (x,y, 1) =Q. 
Ponieważ: 
Ly (x,y, 1)— Ly (x,y, 1) 5 L; (x, Y, 1)=0, 
Ls ky; 1) Ga O. LĘ EM 1) =5 Li (x,y, 1) z 0, 
la Gy, 1) € Ly (x, y, 1) JF Lə (ey 1) e 0, 
przeto ($26) proste di‘, d>, dš, względnie d,',d;',d;, względnie 
dy',dy',d», przecinają się w jednym punkcie. 

Dowiedliśmy więc, że dwusieczne dwu kątów 
zewnętrznych trójkąta i jednego kąta we- 
wnętrznego przecinają się wjednym punkcie. 

Punkt przecięcia się prostych dy', d., dz, punkt przecięcia się 
prostych dz, dz‘, dı, oraz punkt przecięcia się prostych dz, dy', də 
są, jak wiemy z Geometrji elementarnej, środkami 3-ech 
kół, wpisanych w trójkąt zewnętrznie. 


§ 39. Linje środkowe trójkąta. — Niechaj będzie dany 
trójkąt A; A» As (rys. 30). Srodki boków a,a»,az oznaczmy 
odpowiednio 
przez Bı, B,, Bg. 
Linje środkowe 
A By, A, By, As B; 
rozpatrywanego 
trójkąta oznacz- 
my odpowiednio 
przez dy, də, dz. 
Przedstawimy 
proste dy, da, dz 
przez równania, 
w założeniu, że równaniami w postaci normalnej Hesse go 
prostych a, q», az są odpowiednio równania (x, y,1) =0, 
b (x, y,1)=0, ł;(x,y,1) =0 ($ 37). 


Rys. 30. 
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sin © B, A, As 
sin X B, A, A> ` 
A ponieważ ($ 35 i § 37) (a»,a3,d,] > 0, przeto (ax, az, di) = 
== (a, az, d,) , a zatem: 


Możemy powiedzieć, że  (a.,ay,d;) = 


x B, A+ A 


(1) (aa, ax, d)= | = B, A, A. 


Spuśćmy z punktu B, na proste a» i az prostopadłe, któ- 
rych spodki oznaczmy odpowiednio przez M,» i M;;. Ponie- 


> ; . <a B, My: PBL : e By Mix 
waż sin % B, A, Az = B, A, oraz sin * B, A, A = BAT 
przeto [równ. (1)]: 

_ B,Mys 
(2) (az, dy d,) B, Miz > 


Jeżeli kąt A nie jest rozwarty, to B, Mə = B; A; . sin A;, 
jeżeli zaś kąt A nie jest ostry, to B, M» = B, A; . sin (x — A;) = 
= B, Az. sin A, w każdym więc przypadku B, M= B, A. sin Ax. 
Analogicznie znajdziemy, iż bez względu na wielkość kąta 
A, zachodzi równość B, Mı = B, A».sinA.. A zatem [równ. (2)] 


B, As. sin A ; : > 
CH aż, d,) = B, Fen aE K U czyli (ponieważ B; A =B A»): 


(3) lasand) = SB w 

Prostą di możemy więc przedstawić przez równanie ($ 37) 
h(x, y i (= <i iee. l; (x,y, 1) = 0, czyli, po pomnożeniu przez 
sin A>, przez równanie: 
(4) Lı (x,y, 1)=sin A. l (x, y, 1)— sin 4; . l (x,y, 1) =0. 


Analogicznie, dla prostych d, i dz otrzymamy odpowiednio 
równania: 


(5) La (x, y, 1) = sin A; . l; (x, y, 1) — sin Ay. 4, (x, y 1) =0, 
(6) Ł,(x,y, 1) =sinA; -h (x,y, 1) — sin A>. la (x,y; 1) =0. 


Ponieważ Li (x, y, 1) -+ L (x, y, 1) + Ls(x,y,1)=0, przeto 
(§ 26) proste d,, d», d przecinają się w jednym punkcie. 
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Dowiedliśmy więc, że linje środkowe trójkąta 
przecinają się w jednym punkcie. Ten punkt na- 
zywa się środkiem ciężkości, albo barycentrem, 
trójkąta. 


$ 40. Symedjany trójkąta. — Prostą, która przechodzi 
przez wierzchołek trójkąta i jest symetryczna do linji środ- 
kowej, przechodzącej przez ten sam wierzchołek, względem 
dwusiecznej kąta wewnętrznego trójkąta, dla którego wymie- 
niony wierzchołek trójkąta jest wierzchołkiem, nazywamy 
symedjaną. W każdym trójkącie mamy więc 3 syme- 
djany. 

Niechaj będzie dany trójkąt A; A» A; (rys. 31). Linje środ- 
kowe oraz symedjany tego trójkąta, przechodzące przez 
wierzchołki A;, A», A}, oznaczmy 
odpowiednio przez dy, d» ds 
oraz di", dy, dz”. 

Jeżeli środek boku a; ozna- 
czymy przez B, punkt zaś, 
w jakim symedjana d;' przecina 
prostą a; oznaczymy przez 
Cı, to będziemy mieli ($ 39): 


sin B, A, A (a, ad.) = SBE CAA, 
sin & B; A, A, 9777 7% 9007" gin = Ci A, A 


(1) (aa, dz, d,) = 


Lecz z definicji symedjany wynika, że 


<< BA Ap xC A A oraz 3 B, A, 4 = X Cı A; Az, 
a zatem [równ. (1)]: 
REJ 1 
(2) (av, Ata d, ) - ag dz, d) g 


Z tej zaś równości oraz z równości (3) § 39 otrzymujemy: 


in A 
3 = ai „d d sz = . 
(3) (a: awdis) sin A; 
Jeżeli więc równaniami w postaci normalnej Hesse'go 
prostych aj, a»,az są odpowiednio równania 1, (x,y,1) =0, 


Ta 
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14(x,y,1)=0, /,(x,y,1)=0, to prostą dit możemy przedstawić 
przez równanie ($ 37) 4 (x, y, 1] — 4 Ba. l (x,y, 1) =0, czyli, 
sin A 3 


po podzieleniu przez sin A., przez równanie 


L (x,y, J= SEZAM lily, 1) _ 


sin A> sind, © 


(4) 


Analogicznie, dla prostych d> i d} otrzymamy odpo- 
wiednio równania: 


[A (x, Yı 1) h (x,y, 1) == 

(5) La (x, y, 1) HAr e mA 0, 
z J li (x,y, 1) a h (x,y, 1) — 

(6) Ly (x, y, 1) sin A, sina; a 


Ponieważ L, (x, y, 1) -H La (x, y, 1)— Ły(x,y,1)=0, przeto 
(§26) proste d,', d+, d;' przecinają się w jednym punkcie. 

Dowiedliśmy więc, że 
symedjany trójkąta 
przecinają się wjed- 
nym punkcie. Ten punkt 
nazywa się punktem Le- 
moine'a. 


§ 41. Wysokości trój- 
kąta. — Niechaj będzie dany 
trójkąt Ay As Az (rys. 32). 

Prostopadłe, spuszczone 
z wierzchołków 44, A», A; na . 
boki przeciwległe aş a» ay, oznaczmy odpowiednio przez 
d;,d»,d;. Spodki tych prostopadłych oznaczmy odpowiednio 
przez By, Bə, By. d 


Rys. 32, 


Możemy powiedzieć, że 


sin za B; A; Aa ż 


(1) (a, ay, di) = sin + B, A, A> 
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a 1 


Lecz B.A A= > — X By Ay A; oraz = B,A1A;=3 == 
— x BA A, a zatem (równ. (1)] 


CoS ~> b, AA, 


(2) [aa dy, d,) — cos * B, A A, i 


Jeżeli kąt A; nie jest rozwarty, to = B, 4; A+, = A», jeżeli 
zaś kąt A; nie jest ostry, to ~ Bı 4; A = 1 — A, w każdym 
więc razie cos-X B A,A = cos4. Analogicznie znajdzie- 
my, iż bez względu na wielkość kąta A» zachodzi równość 
cos = B, A: A = cosA,. A zatem [równ. (2]]: 


cos Aa 
(3) (aa, az, d) = cos A; a 


Jeżeli obydwa kąty Æ, i A, są ostre, to wtedy z jednej 
strony =. A > 0, z drugiej zaś strony (§ 35) (aa, ay, d,)>0. Jeżeli 


jeden z kątów A; i A» jest rozwarty, to wtedy z jednej strony 

cos Az _ 

cos A» 

w końcu, kąt Az, względnie kąt A», jest prosty, to wtedy 
s A; 


z jednej strony A równa się 0, względnie + ©, z drugiej 


0, z drugiej zaś strony (§ 35) (ax, azdı) <0. Jeżeli, 


zaś strony ($ 35) stosunek wstaw (a, a}, dı) równa się 0, 
względnie + 9, Z równości (3) wynika zatem: 


cos A; 


(4) (a>, dy, d,) pes cos A. 


Jeżeli więc równaniami w postaci normalnej Hesse go 
prostych ai, a» a} są odpowiednio równania /,(x,y, 1) =0, 
ly(x,y,1) =0, /ł;(x,y,1)=0, to ($ 37) w razie, gdy kąt A» nie 
jest kątem prostym, prostą d, możemy przedstawić przez 
równanie l (x,y, nise, 
niu przez cos A», przez równanie cos A>. h (x, y, 1) — 
— cos Az. l (x,y, 1) = 0, w razie zaś, gdy kąt As nie jest kątem 
prostym, prostą d, możemy przedstawić przez równanie 


l (x,y, 1) = 0, czyli, po pomnoże- 
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A. : 
pia . l (x,y, 1)— l; (x,y,1)=0, czyli, po pomnożeniu przez 
cos Az, przez równanie cos A>. l (x,y, 1) — cos A; . l (x, y,1) =0. 
Zawsze więc prostą d, możemy przedstawić przez równanie: 


(5) by (x, p, 1)=7 cos Ay. l (x,y, 1) — cos âz- z (x,y, 1) =0. 


Analogicznie, dla prostych d, i dą otrzymamy odpowied- 
nio równania: 


(6) Lą (x,y, 1) = COS A; . h (x,y, 1) = cos A ih (x,y, 1) = 0, 
(7) L3 (x, y, 1) = cos A; ali (x, y, 1) — cos A>. b (x,y, 1) =0. 


Ponieważ L: (x,y, 1) - Le (x,y, 1) -+ L; (x,y,1)=0, przeto 
(§ 26) proste d;, d., d; przecinają się w jednym punkcie. 

Dowiedliśmy więc, że wysokości trójkąta prze- 
cinają się w jednym punkcie. Ten punkt nazywa się 
ortocentrem trójkąta. 


§ 42. Proste, łączące wierzchołki trójkąta z punktami 
styczności boków przeciwległych z kołem, wpisanem w trój- 
kąt wewnętrznie. — Niechaj będzie dany trójkąt A; A A; 
(rys. 33), Punkty styczności bo- 
ków ay, a, az z kołem, wpi- 
sanem w trójkąt A, A A; wew- 
nętrznie, oznaczmy odpowied- 
nio przez By, Bə B Proste 
A, B,, A, B», A B} oznaczmy od- 
powiednio przez di, dz, dz. 

Możemy powiedzieć, że 


sin - Ar B; A, Ar 
(a; au di) | = sin © B, A; Ax 
A ponieważ ($ 35 i $37) las, Rys. 33. 


asdı) 0, przeto (a a,,d,) = 
= | (asandi) |, a zatem 
B, Ai Ax 
x Bi A, As 
Spuśćmy z punktu B; na A a» i a prostopadłe, któ- 
rych spodki oznaczmy odpowiednio przez Mı i Mis. Po- 
F. Włodarski, Geom. anal. pl, cz. I. 13 


(1) (as, az, di) = z: 
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A. Mać _ By Mis sę: BiM: 
nieważ sin < B, A, As B,A, oraz sin < 8, A, Aa = B.A, * 
Przeto [równ. (1)]: 

_B Mis 
(2) (ai an d,) = BM 


Jeżeli kąt A; nie jest rozwarty, to B; Mio = B; A; „sin Ay, 
jeżeli zaś kąt A; nie jest ostry, to B, M,» =B; 4; . sin (r— 43) = 
= B,Az,sin As, w każdym więc razie B; M,» = B; A; . sin Ay. 
Analogicznie znajdziemy, iż bez względu na wielkość kąta A, 
zachodzi równość B, M; = B; A. sin A». A zatem [równ. (2)]: 


_ B, As.sin Az 
(3) (a>, Ag, d,) mn B, A, p sin A, S 

Obwód trótkąta A, A, A; oznaczmy przez 2s, t. za. 
(4) a, } a t a; "25. 


Mamy więc: B, An + Az B, -|- B, A, = A, B, == B; A, -L- 
-+ A, By, =2s, czyli 


(5) (B; As + A» Bo) + (B2 A; + A, Ba) + (B3 Aż + A, B,) = 25. 


Z Geometrji elementarnej wiemy, że długości dwu stycz- 
nych, wyprowadzonych z punktu do koła, są równe, a zatem: 


(6) B, A = As B», B, A, =A, By, Bz A, = A B. 


Z równości (5) i (6) wynika równość 2 B; A; +2 A, B +- 
-2 BA =2s, czyli, po podzieleniu przez 2, równość 
B, A; + A, Ba a= B; A =S czyli B, As + az} =s, skąd otrzymu- 
jemy: 


(7) B; AĄĄ s— ay, 
Analogicznie znajdziemy, iż 

(8) B, A, s— a, 
Z równości (3), (7), (8) wynika: 


> (s— a>). sin Aa 
(9) (az, ay, d,) = (s—a.). sin A, - 
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Jeżeli więc równaniami w postaci normalnej Hesse go 
prostych a;, a, ag są odpowiednio równania 4 (x,y, 1) =0, 
l,(x,y,1)=0, h (x,y, 1) =0, to ($ 37) prostą d} możemy przed- 
stawić przez równanie % (x, y, 1) — (e asina (6 y 0 
czyli, po pomnożeniu przez (s— av) sin A», przez równanie : 


(10) Li (x,y,1)-=(S— a>)sinA>.e(x,y, 1)—(s—az)sin As. lz(x,y,1)=0. 


Analogicznie, dla prostych d, i dz otrzymamy odpowied- 
nio równania: 


(11) L,(x,y,1)= (s— a;)sinAz.l;(x,y, 1) —(s—ay)sinA, oh lwy st >0, 
(12) L(x, y,1)=(s—a),) sinA,.4,(x,y, 1)—(s— a») sin A>. lą (x,y, 1) =Q. 


Ponieważ Li (x,y, 1) + La (x,y, 1) qH L; (x, y, D= 0, przeto 
($ 26) proste dı, də, dz przecinają się w jednym punkcie. 

Dowiedliśmy więc, że proste, łączące wierz- 
chołki trójkąta z punktami styczności boków 
przeciwległych z 
kołem, wpisanem 
w trójkąt wewnę- 
trznie, przecinają 
się w jednym pun- 
kcie. Ten punkt nazy- 
wa się punktem Ger- 
$onne'a. 


$ 43. Proste, łączą- 
ce wierzchołki trójkata 
z punktami styczności 
boków przeciwległych 
z kołami, wpisanemi 
w trójkąt zewnętrznie. — Rys. 34 
Niechaj będzie dany 
trójkąt A; A» A (rys. 34). Punkty styczności koła, wpisanego 
w trójkątA; A A; zewnętrznie i leżącego z przeciwnej strony pro- 
stej a,, aniżeli punkt Ay, z prostemi ai, a>», a Oznaczmy odpo- 
wiednio przez By, Ci», Cz; punkty styczności koła, wpisanego 
w trójkąt A; A» A; zewnętrznie i leżącego z przeciwnej strony 

13* 
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prostej a, aniżeli punkt A>, z prostemi a», ay, ay oznaczmy odpo- 
wiednio przez Ba, Cə, C21; w końcu, punkty styczności koła, 
wpisanego w trójkąt A, A. Az zewnętrznie i leżącego z prze- 
ciwnej strony prostej az, aniżeli punkt As, z prostemi az, a, a, 
oznaczmy odpowiednio przez Bə Cy, Cz». Proste A, By, 
A» Ba» A B, oznaczmy odpowiednio przez dy, d», dz. 

sin ZA A, A; 
sin © Bı Ay A» 
A ponieważ (835 i $37) (aa, as, dı) >0, przeto (ży ad) — 
= (a» az, dı), a zatem 


Możemy powiedzieć, że (a, ay, dy) = 


SE sin Pai B, A; A; 
(1) (ao, dą, d) sin À B; A, A, - 


Spuśćmy z punktu B, na proste a» i az prostopadłe, 
których spodki oznaczmy odpowiednio przez Mi i My. 


Ponieważ sin 4) B, A; A, =" oraz sin 4 B, A, A> syn ' 
przeto [równ. (1)|: 

_B,M;y 
(2) (a, 0,4) = go M. * 


Jeżeli kąt Az nie jest rozwarty, to Bı My, = By Aş. sin Ay, 
jeżeli zaś kąt A; nie jest ostry, to B; Mi =B; Az. sin (1—4A3) = 
= B, 4. sin, w każdym więc razie B; My = B, A. sin Az. 
Analogicznie znajdziemy, iż bez względu na wielkość 
kąta A zachodzi równość B; Mi =B,As.sinA,. A zatem 
(równ. (2)]: 


| lsadj Bilesin. 

Obwód trójkąta A, A» Az oznaczmy przez 25, t. zn. 
(4) ay -F a> -|- ag =2s. 

Mamy więc: 
(5) B, Az + Az Ay + A Ao 1 4» By > 28. 


"Ponieważ długości dwu stycznych, wyprowadzonych 
z punktu do koła, są równe, przeto: 


(6) Bi Az e ET Az oraz A2 B, == A> Cir 
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=="lU7 == 


Z równości (5) i (6) wynika równość Cz A; AA +} 
HAA FA» C,;=25, czyli (C,24;--4;4,)-- (A; A+A Cs) =2s, 
czyli 
(7) A; Ci, + A, Cg "25. 

Lecz znów na mocy twierdzenia, iż długości dwu stycz- 
nych, wyprowadzonych z punktu do koła, są równe, mamy: 


(8) A, Cre = A Cis- 
Z równości (7) i (8) wynika 2A, Ck = 2s, skąd 
(9) A, Cy =3, 


Lecz A, (Cz — A; Az -1- Az Gie; czyli [równ. (6)] A, Ce = 
= A+ A; + B; Az, czyli A; Ck =a, + B, Ay, a zatem [równ. (9)] 
a, -|- B,A;=s, skąd wynika: 


(10) B, A =s — a. 
Analogicznie znajdziemy, iż 
(11) B, 6 E Gy 


— Z równości (3), (10), (11) wynika: 


(s "= a.) . sin A; ` 


(12) (ay, dm d,) = (s — aa) .sin A. 


Jeżeli więc równaniami w postaci normalnej Hesse go 
prostych ay, a, az są odpowiednio równania 4, (x, y, 1) =0, 
l (x,y, 1) =0, łz(x,y,1)=0, to ($37) prostą d, możemy przed- 
(s=alesin4; paea, 


= r zi zo i 
stawić przez równanie l (x, y,1) ea sb 


4 AM sin A» a 
czyli, po pomnożeniu przez sa, Przez równanie : 
= 2 2 


sin A> s sin A; > 
SE m k(x,y, 1) — de h (x, y, 1) =0. 


(13) Li (x,y,1)= 


Analogicznie, dla prostych d i dz otrzymamy odpowiednio 
równania: 


si A: i A 

09 Lily) = R ble) — [Z hey =, 
in A in A; 

(15) hiye >, hey 10) — Z + hlxy,1)=0. 
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Ponieważ L, (x, y, 1) -+ Le (x, y, 1) -E La (x, y, 1) = 0, przeto 
(§26) proste di, də, dz przecinają się w jednym punkcie. 

Dowiedliśmy więc, że proste, łączące wierzchołki 
trójkąta z punktami styczności boków przeciw- 
ległych z kołami wpisanemiwtrójkąt zewnętrz- 
nie, przecinają się w jednym punkcie. Ten punkt 
nazywa się punktem Nagel'a. 


$ 44. Równanie oraz spółrzędne Środka ciężkości trój- 
kąta. — Niechaj będzie dany trójkąt A; A» A; (rys. 35). Weźmy 
jakikolwiek układ spółrzędnych Des- 
cartes'a (którego początek leży gdzie- 
kolwiek). Niechaj spółrzędnemi punk- 
tów A, A,A w tym układzie będą 

odpowiednio x,V;; X Vs Kg, V3. 
W układzie spółrzędnych jedno- 
* rodnych Hesse'śgo, podporządkowa- 
Rys; 35 nym przyjętemu układowi spółrzęd- 
nych Descartes'a, punkty A, A., A; 

możemy przedstawić odpowiednio przez równania: 


m,(U,V,W)=x,U ry, V+ W—=0, 


my (U, V,W) =x: U -Hya V + W=0, 
ma (U, V, W) =x, U ryz V -+H W=0. 


(1) 


Srodki boków a, a», a trójkąta A; A» A; oznaczmy odpo- 
wiednio przez B;,B., Bs. Mamy (§ 33): 
(2) (A>, Ap, B) =— 1, (A, Ai, Bs) =— 1, (A, Ah, B) =— 1, 
zatem punkty B,,B.,B, możemy przedstawić odpowiednio 
przez równania ($ 34): 


| M, (U, V, wW) mą (U, V, w) t mą (U, V, w) ==0, 
Ma (U, V, W) — my (U, V, W) + m, (U, V, W) =0, 
Ms (U, V, W) = m; (U, V, W) -+ m. (U, V, W) =0. 


(3) 


Weźmy pod uwagę równość: 
(4) MIU, V, w) mı (U, V, w) |. Ma (U, V, W) an mz (U, V, w) = 


Czy jest możliwe, aby ta równość była tożsamością? 
Gdyby równość (4) była tożsamością, to w takim razie (§ 26) 
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punkty m, (U, V, W) =0, m. (U, V, W) =0, m; (U, V, W) =0, t. zn. 
punkty A, A>, Az, leżałyby na jednej prostej. Ponieważ jednak 
te punkty są wierzchołkami pewnego trójkąta, przeto nie mogą 
one leżeć na jednej prostej, a zatem równość (4) nie może 
być tożsamością. Równość (4) jest więc równaniem jedno- 
rodnem stopnia 1-ego z 3-ema niewiadomemi U, V,W, przed- 
stawia ona zatem pewien w zupełności określony punkt P. 
Równanie (4) możemy napisać też w ten sposób: 
(5) M (U, V, W) == m, (U, V, W) + M, (U, V, W) =0, 


skąd wynika (25), że przedstawiony przez to równanie punkt, 
t. zn. punkt P, leży z punktami m,(U,V,W) =0 i M;(U,V,W) =0, 
t zn. z punktami A, i By, na jednej prostej, innemi słowy 
prosta A; B, prechodzi przez punkt P. 

Równanie (4) możemy napisać również w ten sposób: 
(6) M (U, V, W) = m (U, V, W) + M: (U, V, W) =0, 


skąd znów wynika (§ 25), że prosta A,B, przechodzi przez 
punkt P. 


W końcu, równanie (4) możemy napisać w ten sposób: 
(7) M (U, V, W) =m; (U, V, w) = M; (U, V, W) =0, 
skąd wynika ($ 25), że prosta A; B, przechodzi przez punkt P. 

Otrzymaliśmy więc, że każda z prostych 4, Bı, A. B», A; B% 
przechodzi przez punkt P, t. zn. te trzy proste przecinają się 
w jednym punkcie. 

Dowiedliśmy zatem poraz drugi, że linje środkowe 
trójkąta przecinają się w jednym punkcie. Przy 
tej sposobności otrzymaliśmy równanie punktu przecięcia się 
tych linji środkowych, t. zn. równanie środka cięż- 
kości trójkąta, którem jest równanie (4). 

Po wykonaniu w równaniu (4) redukcji otrzymamy 
(8-7 xet xa) U + (i Hye tya) V | 3W =0, a zatem za spół- 
rzędne jednorodne Hessego środka ciężkości 
trójkąta A, A» A możemy uważać liczby x, -- xo -F Ay, 
yı tye +y 3. Stąd zaś wynika, że spółrzędnemi Descar- 
tesa środka ciężkości trójkąta A,A.A; są liczby: 


| 1 
3 (xı + x2 | xs) oraz 3 (yi nat Fa). 
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Równania (5), (6), (7) możemy napisać w ten sposób: 


MIU, V, W) = m, (U, V, W) + 2.71 ka W). 


= m, (U, V, W) --2.m,' (U, V, W) =0, 

MIU, V,W)*= m; (U, V, w2 EN, sap 
m (U, V, W) +2. my (U, V, W)=0, 

M(U, V, W) = m, (U, V, W) +2.” Es 3 
m, (U, V, W) 4+2. ms’ (U, V, W)=0, 


gdzie przez m,' (U,V,W), m (U,V,W), mx (U, V,W ) oznaczyliśmy 
a ÍM, (U,V,W), $ M (U,V,W), 3M, (U, Ennemi 
słowy przez my (U, V,W), względnie m' (U, V, W), względnie 
mą (U, V,W), oznaczyliśmy stronę lewą równania punktu B,, 
względnie Bə» względnie B» w takiej postaci, przy której 
spółczynnik przy W jest równy 1. Z równań (8) wynika ($ 34): 
(9) (A„B,„P)=—2, (A, Ba P) =— 2, (As Ba P)=— 2, 
czyli ($ 33): 


io WE BE ABE 
B,P BP BaP 

a zatem środek ciężkości trójkąta odcina 

od każdej środkowej trzecią jej część, li- 

cząc od boku trójkąta. 


(8) 


=% 


§ 45. Równanie oraz  spółrzędne 
punktu przecięcia się wysokości trójkąta. 
— Niechaj będzie dany trójkąt A, A» A; 
(rys. 36). Weźmy jakikolwiek układ spół- 

Rys. 36. rzędnych Descartes'a. Niechaj spółrzęd- 

nemi punktów 4;,A., A w tym układzie 

będą odpowiednio x1, Y1; xa, Y2; Xy,yx. W układzie spółrzędnych 

jednorodnych Hesse'go, podporządkowanym przyjętemu ukła- 

dowi spółrzędnych Descartes'a, punkty A4, A», A3 możemy 
przedstawić odpowiednio przez równania: 
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m, (U, V, W) Xi U TJ V- Ww=0, 
(1) m, (U, V,W)= xa U--ya V+ W =0, 
ma (U, VW) wz UryyV+W=0. 


Spodki prostopadłych, spuszczonych z punktów 4, A», A; 
odpowiednio na proste ay, a», az, oznaczmy odpowiednio przez 
Bı, Ba, Bs. Mamy: 


B, A; 


(2) (Aa, Ax B;,) = B; A, : 


Jeżeli kąt A> nie jest rozwarty, to B, A» = B, A, . cotg 43, 
jeżeli zaś kąt 4» nie jest ostry, to B, A, = B, 4, . cotg (5 — 4») = 
=— B, 4; . cot$ Az, w każdym więc razie B, 44=B;A;,. cotg Axl. 
Analogicznie znajdziemy, iż niezależnie od wielkości kąta A., 
zachodzi równość B, 4; = B, A,. cotg 4x . A zatem (równ. (2)]: 


_ cotg A> 
(3) (An Ax B,) = cotg A; : 
Jeżeli obydwa kąty Æ i Æ; są ostre, to wtedy z jednej 
cotg 4» Pea Ą 
strony zat A 0, z drugiej zaś strony (§ 33) (4., A, B,)- 0. 


Jeżeli jeden z kątów 4, i 4; jest rozwarty, to wtedy z jednej 
ię > <0, z drugiej zaś strony ($ 33) (4s, Ax B) 0. 
Jeżeli, w końcu, kąt A., względnie A;, jest prosty, to wtedy 
cotg A. 
cotg Ay 
zaś strony ($ 33) stosunek podziału (4., A; Bı) równa się 0, 
względnie +œ, Z równości (3) wynika zatem: 


strony 


z jednej strony równa się 0, względnie + ~, z drugiej 


j cotś As 
(4) (4, Ax, B,)= = coté A; 
Jeżeli więc [$ 34) kąt 4, nie jest kątem prostym, to 
punkt B, możemy przedstawić przez równanie m.(U,V,W ) + 
cot$ś A> 
p cotg A; 
przez równanie cotg 4; . mą (U,V,W )+cotg 4». m, (U, V,W ) =0; 


-ma (U, V,W ) =0, czyli, po pomnożeniu przez coté Az, 
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jeżeli zaś kąt 4. nie jest kątem prostym, to punkt B, mo- 


cotg As, Wj — 
cotg A: MPA 
— m, (U,V,W ) = 0, czyl, po pomnożeniu przez — cotg A., przez 
równanie cotg A;. m, (U,V/,W ) + cotg A, . m (U, V,W )=— 0. 


Zawsze więc punkt B, możemy przedstawić przez rów- 
nanie 


żemy przedstawić przez równanie — 


(5) M,(U,V,W) =cotg A, . m. (U,V,W) -+ cotś A, . m, (U,V,W) =0. 


Analogicznie, dla punktów B i B, otrzymamy odpo- 
wiednio równania: 


(6) M. (U,V,W) = cotg A, . m, (U,V,W) + cotg A; . m, (U,V,W) = 0, 
(7) M,(U,V,W) = cotś A. m, (U,V,W) + cotg A, . m. (U,V,W) = 0. 
Weźmy teraz pod uwage równość: 


(8) M(U, V, W ) = cotg A.. cotg A; . m, (U, V, W) + 
--cotg A, . cotg A, . m, (U V,W)--cotg A, . cotg A>. m, (U,V,W)=0. 


Czy jest możliwe, aby ta równość była tożsamością? 
Gdyby równość (8) była tożsamością, to w takim razie ($ 26) 
punkty A, A», Ay leżałyby na jednej prostej. Ponieważ jednak 
te punkty są wierzchołkami pewnego trójkąta, przeto nie 
mogą one leżeć na jednej prostej, a zatem równość (8) nie 
może być tożsamością. Równość (8) jest więc równaniem 
jednorodnem stopnia i-ego z 3-ema niewiadomemi U, V, W, 
przedstawia ona zatem pewien w zupełności określony punkt P. 


Równanie (8) możemy napisać też w ten sposób: 
(9) MIU, V, W) — cotg >. cotg As. m, (U, V, W) -+ 
l- cotg A, . M, (U, V, W) =0, 
skąd wynika ($ 25), że przedstawiony przez to równanie 
punkt, t. zn. punkt P, leży z punktami m,(U,V,W)=0 


i M,(U,V,W)-=0, t. zn. z punktami A, i By, na jednej pro- 
stej, innemi słowy prosta A,B, przechodzi przez punkt P. 
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Równanie (8) możemy napisać również w ten sposób: 


(10) M(U, V, W] = cotś A . cotg A; . m. (U, V, W) + 
L cotg A. M. (U, V, W) =0, 


skąd znów wynika ($ 25), że prosta A,B. przechodzi przez 
punkt P. 
W końcu, równanie (8) możemy napisać w ten sposób: 


(11) M (U, V, W) = cotg A, . cotg Ax. m, (U, V, W) + 
l- cotg A. . Ma (U, V, W) = 0, 


skąd wynika ($ 25), że prosta A; B} przechodzi przez punkt P. 

Otrzymaliśmy więc, że każda z prostych A Bı A B», 
A; Bą przechodzi przez punkt P, t. zn. te trzy proste prze- 
cinają się w jednym punkcie. 

Dowiedliśmy zatem poraz drugi, że wysokości trój- 
kąta przecinają się w jednym punkcie. Przy 
tej sposobności otrzymaliśmy równanie punktu prze- 
cięcia tych wysokości, którem jest równanie (8). 

Po wykonaniu w równaniu (8) redukcji spostrzeżemy, 
że za spółrzędne jednorodne Hesseśo punktu 
przecięcia się wysokości trójkąta 4A 4A; mo- 
żemy uważać liczby: x; cotg A> cotś A; +- x. cot$ Az cotg Ay |- 
-- x; cotg A; cot$ A», y, cot$ A> cot$ A; +- yə cotg A; cot$ A, + 
ry; cot$ A, cot$ A,, cotg A» cotg A; + cot$ A;cotg A; + cot$ A; cot$ Ao. 

Gdyby trójkąt A, A-A, nie był prostokątny, to wtedy 
moglibyśmy pomnożyć równanie (8) przez tg 4; tg Atg Ay, 
a zatem za równanie punktu przecięcia się wysokości trój- 
kąta A, A. A; moglibyśmy uważać równanie 


(12) tg A, . m, (U,V, W) + tg A. m,(U,V,W) + 
-+ tg Az. ma (U, V,W = 0. 


Za spółrzędne jednorodne Hesse' fo punktu przecięcia 
się wysokości trójkąta 4,44, moglibyśmy więc wtedy 
uważać liczby: x; tg 4; + x tg A» + x; tg As, yı tg Aity: tg A+ 

= ys tg 4,, tg 4, + tg A+ tg Az. 
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$ 46. Równanie oraz spółrzędne środka koła, opisanego 
na trójkącie. — Niechaj będzie dany trójkąt A; As A; (rys. 37). 
Weźmy jakikolwiek układ spółrzędnych Descartes'a. Niechaj 
spółrzędnemi punktów A, Ax A; 
w tym układzie będą odpowiednio 
Xi Yii Xo Pa; Xss Va. W układzie Spół- 
rzędnych jednorodnych Hesse go, 

podporządkowanym przyjętemu 

układowi spółrzędnych Descartes a, 
punkty A, A», A, możemy przedsta- 
wić odpowiednio przez równania: 


|m, V,W)=x,U typ, V + W=0, 


(1) {m (U, V, W) =x U +y V+ WEO, 
Ryc. 37. ma (U, V W)=x Utp V+ Wo, 


Środek C koła, opisanego na trójkącie 4; A A;, połączmy 
prostemi z wierzchołkami tego trójkąta. Punkt przecięcia się 
prostych A,C i a, względnie AC i a, względnie A.C i az, 
oznaczmy przez B;, względnie B., względnie B, Mamy 


_ BiA 
(2) (A, As, B,) B, A, 
Spuśćmy z punktu B, na proste a, i a, prostopadłe, 
których spodki oznaczmy odpowiednio przez M,» i Myy, 
Jeżeli kąt A nie jest rozwarty, to B, A, = E, Mu, jeżeli 
A RE ds BAĆ s Biret 
zaś kąt A, nie jest ostry, to B, A» WAM Gie w 


r : B; M, AW z: SE: : 
dym więc razie B, A» = R Analogicznie znajdziemy, iż 
niezależnie od wielkości kąta A, zachodzi równość B, Á = 

Bı Mie 


=m - A zatem [równ. (2)]: 
sin 43 


B, Ms € sin Ax, 


(3) (Az, Ap, B,) | B, M, sin A, 
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Lecz B, MiA B, „ COS AA B, Mis oraz B, Mis > 
= A, B, . cos X A, B, My, przeto (równ. (3): 


J cos <f A, B, M:a sin Aa 
(4) (As, Ag, B,) == | A, B, M.. sin A. 

Z punktu C spuśćmy na prostą az prostopadłą, której 
spodek oznaczmy przez N;. Ponieważ proste B, Mı; i CN, 
są wzajemnie równoległe, przeto © 4, Bi Ma = © A, C Nz.. 
Lecz + A, CN; = ; © A, C An a więc 


(5) x AB, My = T A, CAŁ 


Kat środkowy A, CA, i kąt wpisany A, A; A, t. zn. kąt 
As, opierają się na jednej i tej samej cięciwie, a zatem albo 
> x A, C A; = Az, albo z 54, C A= x— A, Z równości (5) 
wynika więc albo równość << 4, B, M,,=4;, albo równość 
<-4A,B,M;,;=1—4. Stąd zaś otrzymujemy, że albo cos<<.4,B,M;;- 
== cos Á, albo cos % A, Bı My; = cos f — 45) = — cos Az, 
w każdym więc razie cos ©% A, Bı Mi, = cos.4;. Analogi- 
cznie znajdziemy, że cos © A, B, Mio =| cos A». A zatem 


(równ. (91: (An An B) | = 2056], Sins, 


cos As - sin As skąd wynika 


(Ay, A B,) = 2 sin A; cos As 


2sin A> cos A; ' czyli 

+ sin 2 Az 

(6) (A>, Az, B) „a sin 2 Av 
sin 2 Aa 
Jeżeli kąty 4 i A, są ostre, to wtedy z isa strony >> 0, 
sin 2A, 

z drugiej zaś strony (§33) (4, 4z, B e 0. Jeżeli jeden z ką- 
tów A» i A; jest rozwarty, to wtedy z jednej strony dass <0, 


z drugiej zaś strony (§33) (A», As, Bı) >0. Jeżeli, w końcu, 
kąt A, względnie kąt A», jest prosty, to wtedy z jednej strony 


sin 2 Ay 
ZA, równa się 0, względnie +=, z drugiej zaś strony 
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($ 33) stosunek podziału (A, Az, Bı) równa się 0, względnie 
-+oo. Z równości (6) wynika zatem: 
£ sin 2.4; 
sin 2 A. 

Jeżeli więc ($ 34) kąt A» nie jest kątem prostym, to 
punkt B, możemy przedstawić przez równanie m,(U,V,W )-- 
+ 7 dh „ mą (U,V,W )=0, czyli, po pomnożeniu przez sin 2 4, 

sin 2 Ap 
przez równanie sin 2 4» . m, (U,V,W )--sin 2 4; . m;(U, VF, W )=0; 
jeżeli zaś kąt A; nie jest kątem prostym, to punkt B, możemy 


(7) (A, Ap, B,) ==" 


= : ) sin 2 Ap 
przedstawić przez równanie ZA ma (U, V, W) — 
— mz(U,V,W )=0, czyli, po pomnożeniu przez — sin 2 4;, 


przez równanie sin 2 A . me (U,V, W )+-sin 2 Ag . m (U,V, W )-=0. 
Zawsze więc punkt B, możemy przedstawić przez rów- 
nanie 


(8) M;(U,V,W ) =sin2 Az. m.(U,V/,W ) + 
l- sin 2 As. ma (U, V,W = 0, 


Analogicznie, dla punktów B» i B otrzymamy odpo- 
wiednio równania: 


(9) M(U, V, W ) = sin 2 As. m, (U,V, W ) +- 
+sin2 A, . m, (U, Y,W ) =0, 


(10) M;(U,V,W) sin 24, .m, (U,V,W ) - 
-+- sin 2 Az. m (U, V,W ) =0. 


Rozumując dalej w sposób analogiczny do tego, w jaki 
rozumowaliśmy w dwu §§ poprzednich, przyjdziemy do 
wniosku, że równanie 


(11) M(U,V,W)  sin24, „m, (U,V,W') + 
L sin 2 A>. mą (U, V,W') --sin 2 Az. m, (U,V, W) = 0 


przedstawia środek koła, opisanego na trój- 
kącie 4, 4A} Za spółrzędne jednorodne Hes- 
se'go tego środka możemy więc uważać liczby: x, sin 2 Æ,- 
+ x» sin 2 Ao + xz sin 2 Az, yı sin 2 A, -+ yə sin 2 A» -+ yz sin 2 Ap, 
sin 2 A; - |- sin 2 4» + sin 2 4;. 
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$ 47. Twierdzenie Euler'a. — Twierdzenie Euler a brzmi 

w sposób następujący: 
rodek ciężkości trójkąta, punkt przecięcia 

się wysokości trójkąta i środek koła, opisanego 
na trójkącie, leżą na jednej prostej. 

Dowód. Weźmy pod uwagę jakikolwiek trójkąt A, A> A;. 
W płaszczyźnie tego trójkąta weźmy jakikolwiek układ spół- 
rzędnych Descartes'a. Niechaj równaniami punktów A;, As, Áz 
w układzie spółrzędnych jednorodnych Hesse'go, podporząd- 
kowanym przyjętemu układowi spółrzędnych Descartes'a, 
będą odpowiednio równania: 


m, (U, V,W)= «x, U-ry, V+-W=0Q, 
m (U,V, W) x UH V-W=0, 
mą (U, V, W) xa U Hya V+ W=0. 


(1) 


Środek ciężkości trójkąta A, A» 4; możemy wtedy przed- 
stawić przez równanie ($ 44) 


(2] MIU,VW) "© Iny (U,V,W) FP m. (U,V,W) + m, (U,V, W) == 0; 


punkt przecięcia się wysokości trójkąta 4, Á» Á; możemy 
przedstawić przez równanie (§ 45) 


(3) M' (U,V,W) = cotg A» cotg A; . m, (U,V,W) + 
+ cotg A, cot$ A,.m, (U,V,W)--cotg A; cotg A, . m, (U,V,W)=0; 


w końcu, środek koła, opisanego na trójkącie A, A, A, mo- 
żemy przedstawić przez równanie (§ 46) 


(4) M*(UV,W) = sin2 A, . m, (U,V,W) -+ sin 2 A;.m,(U,V,W)-- 
l- sin 2 A; . m, (U,V,W) = 0. 


Pomnóżmy strony lewe równań (2), (3), (4) odpowiednio 
, A ; 1-: 
przez sin A, sin A> sin Az, — sin A, sin A> sin Az, — 2'i otrzyma- 


ne iloczyny dodajmy do siebie, innemi słowy utwórzmy 
sume: sin A, sin A» sin Az. M (U, V, W ) — 


DG Asn Asn An M URW >M" (UV,W). Otrzy- 


mamy: 
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sin A; sin A> sin As . M(U,V,W) — 
— sin A, sin A> sin As. M ' (U, V,W ) — 


(5) — . M" (UW,W) ~ sin A; sin A. sin A, .[M(U,V,W) — 


—M' (UW,W)] — M" (UW,W). 


Lecz [równ. (2) i(3)]: M (U, V, W)—M'(U, V,W)= (1 — 
—cotg A>cotg As), m, (U,V, W) + (1 cot$ Acotg 4,).m,(U,V,W)+ 
-t (1 — cotg 4, cotg A>) . m, (U, V, W), czyli 


cos (A: +A) 
cos(A: 1-42) 


sin A: sin A. * my (U, V, W). 


(6) MIU,V,W) -M'IU,V,W )=— 


cos(-4s 145) 
jt sin A; sin 4, -m (U, PWOR= 


m, (U,F,W)— 


Ponieważ kąty A,, A», A; są kątami wewnętrznymi trójkąta, 
przeto A; + A; -+ A= 3, a zatem cos (A.-- As)=cos(1—A;) = 
=— cos A,,cos(A;+4A,)=cos(1—A») =—cos A»,cos(A;+ 4A>)== 
= cos (1 — A;) = — cos A;. Tożsamość (6) możemy więc na- 
pisać w ten sposób: 


YV Wi— M' cos A, i 
(7) M (U, V, W)— M' (U, V, W) Enap ze Ć m, (U, V, W) 


T s A: - Ą e _ cos A; p 7 P 
sin.4+sin4A, "m (U, V, W) sin, sin.4+ mą (U, l ' W ). 


Z tożsamości (5) i (7) wynika: sinA;sinA.sinA,. M(U,V,W ) — 
— sin A; sin A, sinA, . M' (U, V, W) — 2. M" (U, V, W) 
sin A; cos A; „ m, (U, V, W) + sin Aa.cos 42. m, (U, V, W) + 
ksin A cos Ar. m, (U,V, W) -} . M* (U, V, W) 
sin A; cos A; . m, (U, V, W )+- sin A» cos A» . ma (U, V, W) ++ 
+ sin As cos A, . m, (U, V, W)— 3 lsin 2.4, m, (U, V, W) + 
+ sin2 4; . ms (U,V, W) + sin 24,.m;(U,V/,W)|(sin.A,cosA;— 
—gin2A.).m,(U, V,W)+lsinA+cosA;—,sin2A.) -ma(U, V, W) + 
+ (sin; cos As — sin 2A). ms (U, V,W) — 0. m (U; V, W) + 
+0. m, (U, V, W) +0. m, (U, V, W) — 0. 
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Otrzymaliśmy więc, że 


(8) sinA, sinA+sinA,.M(U,V,W)—sinA; sinAssinA,. M'(U,V,W)— 


R k i M" (U, V, w) 0, 


co dowodzi ($ 26) prawdziwości twierdzenia Euler'a. 


$ 48, Twierdzenie Menelaus'a albo Carnot'a. — Niechaj 
będzie dany trójkąt A; A» A; (rys. 38). Na bokach ay, as, ax 
tego trójkąta niechaj będą dane 
odpowiednio 3 punkty (nieko- 
niecznie właściwe) P,, Pa, P;, 
leżące na jednej prostej (nie- 
koniecznie właściwej) d. Sto- 
sunki podziału (A>, Az, P1), (As, 
A, Po), (Ax, As, P3) oznaczmy 
odpowiednio przez uj, Uh, i, 
t. zn.: 


Rys. 38. 
[1) (As, Az, P,) Hy, (Ax, A+, Pa) Ha (4, Az Pa) Hz. 


Załóżmy najpierw, że żaden z tych stosunków podziału 
nie jest równy oo. W płaszczyźnie trójkąta A; 4» 4; weźmy 
jakikolwiek układ spółrzędnych jednorodnych Hesse'go. 
Niechaj równaniami punktów 4, 4», Ag w tym układzie będą 
odpowiednio równania my(U, V, W) = 0, ma(U, V,W) = 0, 
m;(U,V,W)==0. Punkty Pı, Pa Pa możemy wtedy przed- 
stawić odpowiednio przez równania ($ 34): 


mą (U, V, W) — M -i4 (U, V, W)=0, 
mą (U, V, W)— Hz, my (U, V, W)=0, 
my (U, V, W )— wą . ma (U, V, W)=0. 


(2) 


Spółrzędne prostej d oznaczmy przez U', V‘, W". Prosta d 
przechodzi przez każdy z punktów P;, Po, P, zatem spółrzędne 
tej prostej muszą równaniom punktów Pı, Po, Ps czynić zadość, 
t. zn. mamy: 

F. Wioderski, Goom. anal. pl, cz. 1, 14 


www.rcin.org.pl 


— 210 — 


mz (U, > w) — j , M3 (U”, v, w) — — 0, 
ms (U, V, w) — Ma . Mi (U, r, w) I- 0, 
m (U, V', W) — a- ma (U, V, W) = 0. 


(3) 


Czy jest możliwe, aby którakolwiek z liczb m, (U',V, W9, 
m(U', V, W‘), m;(U',V,W') była równa 0? Gdyby było 
m, (U', V‘, W') =0, to (ponieważ, według założenia, liczba = 
jest skończona) z drugiej z pośród równości (3) wynikałaby 
równość m (UV*, V‘, W') -=0, z tej zaś równości oraz z pierwszej 
z pośród równości (3) (wobec tego, że liczba Į; jest skończona) 
wynikałaby równość m.(U',V',W')=0. Byłyby więc wtedy 
spełnione 3 równości: m,(U',V,W)=0, m(U', V, W) =0, 
m, (U', V', W')=0, skąd wynikałoby, że prosta d przechodzi 
przez każdy z punktów A;, A», A3, co nie jest możliwe (albo- 
wiem punkty A;, As, Az, będąc wierzchołkami trójkąta, nie 
mogą leżeć na jednej prostej). Nie jest więc możliwe, aby 
było m, (U', V', W) =0. Tak samo możemy się przekonać, że nie 
jest możliwe, aby było m. (U', V‘, W') =0 albo m; (U, V', W9 =0. 
A zatem z równości (3) możemy wyprowadzić równości: 


m4ĄU*, V', w') i mlU", V’, wW’) i m;(U*, v', W') 
mU VW)" mU, VW T mUV, W) 


(4) tt 


Z równości zaś (4) otrzymujemy : 


maU’, VSW) maU‘ VW) mlU, VW’) 


(5) u; Pa Pa” malU”, Vi, W') > mU", V’, V’) ` mU", V', w 


: 1. 

Jak więc widzimy, iloczyn stosunków podziaju 1%, Lo, U% 
jest równy 1. 

Do tego wniosku przyszliśmy w założeniu, że żadna 
z liczb My, Ha, Hs nie jest równa + œ, 

Załóżmy teraz, że np. ly =+ co, Wtedy punkt P, nakrywa 
punkt A, prosta d przechodzi więc przez punkt Az. Gdyby 
prosta d była różna od prostej a» to punkt P» jako punkt, 
wspólny prostym d i a», też nakrywałby punkt A;, t. zn. by- 
łoby uw=0. Gdyby zaś prosta d nakrywała prostą aż, to 
wtedy punkt P, jako punkt, wspólny prostym d i az, na- 
krywałby punkt A;, t. zn. byłoby tg = 0. 
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Otrzymaliśmy więc, że jeżeli u, "+", to w takim 
razie jedna z liczb p i u jest równa 0. Tak samo mogli- 
byśmy się przekonać, że jeżeli H+ = + œ, względnie u =+ œ, 
to w takim razie jedna z liczb u; i w, względnie jedna 
z liczb p, i lv, jest równa 0. 

Przyjmijmy teraz, że jest dany trójkąt A, A» A; oraz na 
jego bokach a;, a, az są dane odpowiednio 3 punkty P,, Po, Pa, 
co do których już nie zakładamy, że leżą na jednej prostej. 
Stosunki podziału (A>, Az, Pi), (åz, A1, P), (4, A, Ps) znów 
oznaczmy odpowiednio przez h, tl, l t. zn.: 


(6) (A>, Az, P1) = lu, (Az, A, P.)= Hay (An, A», P) = u. 


Załóżmy, że żadna z liczb w, l, Hs nie jest równa +œ, 
przyczem ich iloczyn jest równy 1, t. zn.: 


(7) it, He lg = 1. 


W płaszczyźnie trójkąta A, A, A; weźmy jakikolwiek 
układ spółrzędnych jednorodnych Hesse' go i niechaj równa- 
niami punktów 4,, A, A będą w tym układzie odpowiednio 
równania m,(U,V,W)=0, m,(U,V,W)=0, m;(U, V, W) =0. 
Punkty P, Po, P możemy wtedy przedstawić odpowiednio 
przez równania: 


| M; (U, V, W) = m, (U, V, W) — u, . m; (U, V, W) = 0, 
M. (U, V, W) = m; (U, V, W) — m -m (U, V, W) = 0, 
M (U, V, W) = m, (U, V, W) — u, . m. (U, V, W) = 0. 


Mamy tożsamość: M, (U, V, W) + u, . Me (U, V, W) + 
r w Ba. Ms (U, V, W) = m, (U, V; W) — m . m. (U, V, W) + 
+ M. m „ (U, V, W) — m ue „m, (U, V, W) u, He m, (U, V, w) — 
— H He Ha. mę (U, V, W), czyli tożsamość (równ. M): 


(9) M: (U; V, W) -+ m . MZ(U, V, W) -+ m ta. Ma (U, V, W) = 0, 


skąd wynika (§ 26), że punkty P,, P., P, leżą na jednej prostej. 

Załóżmy teraz, że jedna z pośród liczb M, lo, u% jest 

równa +œ, inna zaś jest równa 0. Przypuśćmy np., że 

U, === 00 oraz 4 =(. Wtedy zarówno punkt P,, jak też 

punkt P., nakrywa punkt A;, zatem punkty P,, P., P, możemy 

uważać za leżące na jednej prostej. Gdyby zaś było 
14* 


(8) 
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n =+ oraz H,=0, to punkt P, nakrywałby punkt 4%, 
punkt P, zaś nakrywałby punkt A, obydwa punkty P, i P, 
leżałyby więc na prostej a», na której leży punkt P.,a zatem 
punkty P., P», Pà leżałyby na jednej prostej. Tak samo mo- 
żemy się przekonać, że jeżeli |n==+'0 oraz H;,=0, albo 
U = + co oraz u, = 0, albo p, = © œ oraz p, =0, albo p = ta~ 
oraz H= 0, to punkty P,,P.,P, leżą na jednej prostej. 

Możemy zatem wypowiedzieć twierdzenie nastepujące: 

Jeżeli jest dany trójkąt A A4 i na jego bo- 
kach a,a»asą dane odpowiednio punkty Pi, Po, Po, 
to w razie, gdy żaden ze stosunków podziału 
(A>, Ag, P4), (Az, A, Po), (A+, Az, Ps) nie jest równy =, wa- 
runkiem koniecznym i dostatecznym należenia 
punktów P,P.,P; do jednej prostej jest spełnie- 
nie równości 


(A>, As, P,) : (As, A, P>) , (A, Ah, P.) w ik, 


w razie zaś, gdy jeden z tych stosunków po- 
działu jest równy +œ, warunkiem koniecznym 
i dostatecznym należenia punktów P,,P.,P; do 
jednej prostej jest równość zeru jakiegośinnego 
z wymienionych stosunków podziału. 

To twierdzenie nazywamy twierdzeniem Mene- 
łaus'a albo Carnot'a. 


$ 49. Twierdzenie Ceva'y. — Niechaj będzie dany trójkąt 
A; A> Az (rys. 39). Niechaj przez wierz- 

chołki Ai, A A tego trójkąta prze- 

chodzą odpowiednio 3 proste d, 

4 dy, dz, posiadające jeden punkt P 
. (niekoniecznie właściwy) wspólny. 
Prostym a;,a»,az nadajmy jakie- 

4, kolwiek zwroty i odpowiadające 
tym zwrotom stosunki wstaw (a, 

as dı), (az, ay, də), (ai, a», dz) ozna- 

czmy odpowiednio przez Hi, Ha, Ls 


6 


~ 


Rys. 39. 


tzn.: 


(1) (az, a, di) = m, (a, a,, dz) © a, (ay, ay, dz) = tg. 
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Załóżmy najpierw, że żaden z tych stosunków wstaw nie 
jest równy = œ. W płaszczyźnie trójkąta 4, AA, weźmy 
jakikolwiek układ spółrzędnych Descartes'a, którego początek 
leży wewnątrz trójkąta 4, As Az. Niechaj równaniami 
w postaci normalnej Hesse'go prostych a, a» a, będą odpo- 
wiednio równania: /,(x,y,1)=0, ł3(x,y,1)=0, /4(x,y, 1) =0. 
Nadajmy teraz prostej a, ten zwrot, przy którym punkt 4, 
następuje po punkcie A», prostej a; ten zwrot, przy którym 
punkt A; następuje po punkcie A;, prostej a; ten zwrot, przy 
którym punkt A, następuje po punkcie A,, i odpowiadające 
tym zwrotom stosunki wstaw (a:, ay, d), (ax, a,, d>), (ai, a>, dz) 
oznaczmy odpowiednio przez iy',Hs,ts'. Ponieważ liczby 
ti He, Ha mogą się różnić od liczb lu, e, tylko znakami 
($35), założyliśmy zaś, że liczby lu, Hə, uą są skończone, przeto 
liczby tą', Ka”, t‘ też są skończone. W przyjętym układzie spół- 
rzędnych Descartes'a proste d,,d,dą możemy zatem przedstawić 
odpowiednio przez równania ($ 37): £.(x,y,1)—u' .;(x,y,1)=0, 
l; (x, Y, 1) FA Ha' . l (x, Y, 1) = 0, l (x, y, 1) p Hg! s l, (x,y, 1) Ea 0. 
W układzie spółrzednych jednorodnych Hesse'go, podporząd- 
kowanym przyjętemu układowi spółrzędnych Descartes'a, 
proste d,, d}, d, możemy więc przedstawić odpowiednio przez 
równania: 


| =, Y, 2) — w . h (X, Y, 2) = 0, 
(2) XYZ) — we EY, J=. 
| R(X Y, Z) — m l; (X, Y, Z) = 


Spółrzędne punktu P oznaczmy przez X,Y,Z'. Punkt 
P należy do każdej z prostych dı, d» dą zatem spółrzędne 
tego punktu muszą równaniom prostych dı, d», dą czynić za- 
dość, t.zn. inamy: 
|, Y,Z)<iu' . h (X,Y',Z)=0, 
 (©,Y,Z)— m ./1,(X,Y,Z)=0, 


(3) 
| RAX YZ) w. ha (X Y, Z) =. 


Czy jest możliwe, aby którakolwiek z liczb 4, (X', Y, Z), 
hl, Y, Z’), ł4(X', Y',Z') była równa 0? Gdyby było l (X, Y',Z')=0, 
to (ponieważ liczba p jest skończona) z drugiej z pośród 
równości (3) wynikałaby równość Ł(X, YZ =0, z tej zaś 
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równości oraz z pierwszej z pośród równości (3) (wobec tego, 
że liczba u,' jest skończona) wynikałaby równość (A, Y',Z*)==0. 
Byłyby więc wtedy spełnione 3 równości: /,(X,Y', Z) =0, 
L(X,Y,Z)=0, k(X,Y,Z)=0, skąd wynikałoby, że punkt 
P należy do każdej z prostych a;, a», az, co nie jest możliwe 
(albowiem proste ai, a», az, będąc bokami trójkąta, nie mogą 
posiadać punktu wspólnego). Nie jest więc możliwe, aby 
było 4 (X, y‘, Z')=0. Tak samo możemy się przekonać, że 
nie jest możliwe, aby było I, (X, Y‘, Z) =0 albo 4, (X', Y, Z')=0. 
A zatem z równości (3) możemy wyprowadzić równości: 


(4) ją, * l; (X, w z) i yi ly (X, af Z) u Na h (©, Y, raj A 
| WOGYZE 57 NIBY 9 KO.P;Z) 


Z równości zaś (4) otrzymujemy: 


„_L(XY,Z) KOY,Z) KOLY,ZY 
O B(X, yZ) LUW Y,Z) Ł(X,Y,Z) 


(5) myta Mg 1. 

Jak więc widzimy, zachodzi równość u H+ Hx = 1. 

Lecz jeżeli zmienimy zwrot jednej z prostych aj, a», ax 
np. prostej a,, na przeciwny, to z pośród 3-ch stosunków 
wstaw (a, ay, dy), (az, ay, d), (a;, a, dz) drugi i trzeci sto- 
sunek zmieni znak ($ 35), pierwszy zaś pozostanie bez zmiany, 
a zatem iloczyn tych stosunków wstaw nie ulegnie żadnej 
zmianie, Tak samo możemy się przekonać, że zmiana 
zwrotu prostej a», względnie prostej az, na przeciwny 
nie wpływa wcale na wartość iloczynu 3-ch rozpatrywa- 
nych stosunków wstaw. A zatem wartość iloczynu (dr, az, 
dy) (a, a;, d.) (a,, a, dz) od wyboru zwrotów prostych ay, a», a> 
nie zależy. Stąd zaś wynika, że równość m tv u, =1 pociąga 
za sobą równość l, Hs!l.=1. 

Otrzymaliśmy zatem, że lu Ļə! = 1. 

Do tego wniosku przyszliśmy w założeniu, że żadna 
z liczb tu, u», H nie jest równa ==, 

Załóżmy teraz, że np. tı =+. Wtedy prosta d; na- 
krywa prostą a, punkt P należy zatem do prostej a. Gdyby 
punkt P był różny od punktu A., to prosta d» jako prosta, 
zawierająca punkty P i A., też nakrywałaby prostą a, t. zn. 
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byłoby ww =0. Gdyby zaś punkt P nakrywał punkt A» to 
wtedy prosta d, jako prosta, zawierająca punkty P i A, 
nakrywałaby prostą a;, t. zn. byłoby p =0. 


Otrzymaliśmy więc, że jeżeli y, =+ œ, to w takim razie 
jedna z liczb u, i u; jest równa 0. Tak samo moglibyśmy 
się przekonać, że jeżeli p= + *, względnie u, =+ œ, to 
w takim razie jedna z liczb u, i n, względnie jedna z liczb 
ty I My, jest równa 0. 


Przyjmijmy teraz, że jest dany trójkąt A, A» Az, przyczem 
przez jego wierzchołki A;, A», A; przechodzą odpowiednio 
3 proste d;, d», d, co do których już nie zakładamy, że po- 
siadają punkt wspólny. Stosunki wstaw (az, ay, dı), (az, ai, də), 
(ai, aa da}, odpowiadające pewnym wybranym przez nas 
dowolnie zwrotom prostych a;, a», a, oznaczmy odpowiednio 
przez W, Ma, Us, t. zn.: 


(6) (as, as, di) = i, (a, ai, d) = ho, (a, a, d,) = u. 


Załóżmy, że żadna z liczb 1, te, U; nie jest równa +=, 
przyczem ich iloczyn jest równy 1, t. zn.: 


(7) My Hs, = 1. 


Nadajmy prostej a, ten zwrot, przy którym punkt A; na- 
stępuje po punkcie A», prostej a, ten zwrot, przy którym 
punkt A, następuje po punkcie A, prostej a; ten zwrot, 
przy którym punkt A. następuje po punkcie A;, i odpowia- 
dające tym zwrotom stosunki wstaw (a, a; di), (ag, a,, do), 
(ai, a», dz) oznaczmy odpowiednio przez k', H»', Ha. Jak widzie- 
liśmy wyżej, wartość iloczynu (av, az, dı) (a;, a1, d:) (ai, a», dz) od 
wyboru zwrotów prostych a, a» a, nie zależy, zatem równość 
(7) pociąga za sobą równość 


(8) ią! He T ak 
W płaszczyźnie trójkąta A, Aa A; weźmy jakikolwiek 


układ spółrzędnych Descartes'a, którego początek znajduje 
się wewnątrz trójkąta A; A, A;. Proste d,d» d} możemy 


www.rcin.org.pl 


= WZMIOW= 


przedstawić w tym układzie odpowiednio przez równania 
($ 37): 

L, (x,y,1) = h (x, y, 1) — m'h (x, y, 1) =0, 

L: (x,y,1) =l (x,y, 1) — u . h (x,y, 1)=0, 

Ls (x,y, 1) = h (x,y, 1) — m! ./,(x,y, 1) = 0. 


(9) 


Mamy tożsamość: l (x,y,1)-+itu' . Lalay, IH m ta. Laly, 1) 
ca l, (xy, 1) — j „l; (x,y, 1) m. l (x, Yı 1)— w ją” -h (x,y. 1) - 
Hu urh (x,7,1)— u x" ue! .4,(x,y,1), czyli tożsamość (równ. (8]|: 


(10) Lily, 1) m. Łę(x,y,1) Hy H. Ł4(x,y,1)— 0, 


skąd wynika ($ 26), że proste dy,d.,d, posiadają punkt 
wspólny. 

Załóżmy teraz, że jedna z pośród liczb lu, Ha, Hs jest 
równa Hoc, inna zaś jest równa 0. Przypuśćmy np. że 
Hr =F-+oo Oraz =0. Wtedy zarówno prosta d, jak też 
prosta d, nakrywa prostą a, zatem proste dy, d.,d, posia- 
dają punkt wspólny. Gdyby zaś było u, = + so oraz jy 0, 
to prosta d, nakrywałaby prostą a, prosta d, zaś nakrywa- 
łaby prostą a, obiedwie proste d, i d, przechodziłyby więc 
przez punkt A», przez który przechodzi prosta d» a zatem 
proste d,;,d.,d; posiadałyby punkt wspólny. Tak samo mo- 
żemy się przekonać, że jeżeli kiła. oraz ju =0, albo 
lg=ł oo oraz «u =, albo tę =tco oraz U, ==0, albo 
Hg=a oraz U, =(, to proste d, də» d, posiadają punkt 
wspólny. 

Mamy zatem twierdzenie następujące: 

Jeżeli jest dany trójkąt A,4,4; i przez jego 
wierzchołki 4,4,A; przechodzą odpowiednio 
proste dy,d.,d,, to nadawszy prostym aya:.,a, ja- 
kiekolwiek zwroty, możemy powiedzieć, że: 
w razie, gdy żaden ze stosunków wstaw (a,a;,dj), 
(az, ai, dz), (a1 a, d3) nie jest równy +œ, warunkiem 
koniecznym i dostatecznym posiadania przez 
proste d,d „d; punktu wspólnego jest spełnie- 
nie równości 


(az, Azs d,) . (a;, av dz) : (a, az, d) = 1, 
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w razie zaś, gdy jeden z tych stosunków wstaw 
jest równy +=, warunkiem koniecznym i do- 
statecznym posiadania przez proste dy, d» dz 
punktu wspólnego jest równość zeru jakiegoś 
innego z wymienionych stosunków wstaw. 

To twierdzenie nazywamy twierdzeniem Cóvway. 

Stosując twierdzenie Cćva'y moglibyśmy z łatwością do- 
wieść tych twierdzeń, jakich dowiedliśmy w $$ 38, 39, 40, 41, 
42,43. Chcąc np. dowieść, że dwusieczne di, d», dą kątów 
wewnętrżnych trójkąta A, A» A; posiadają punkt wspólny, wy- 
starczyłoby powołać się na to, iż przy nadaniu prostym 
ai, az, a; odpowiednich zwrotów mamy ($ 38): (a:, a;, d) = 1, 
(az, a,, dz] =1, (ai, aa, d3) = 1, albowiem stąd wynikałoby, że 
(a>, az, di) (az, a1, dz) (as, a, dz) = 1. 


$ 50. Inna postać twierdzenia Cćva'y. — Niechaj będzie 
dany trójkąt A, A A; (rys. 40), Niechaj przez wierzchołki 
A, Ap Az tego trójkąta przechodzą odpowiednio 3 proste 
d,,d.,d.;, posiadające jeden punkt P 
(niekoniecznie właściwy) wspólny. 
Punkty przecięcia się prostych d,, də, 
dz z prostemi ay, a, as Oznaczmy 
odpowiednio przez P, Pa, Ps. Sto- 
sunki podziału (A>, A, P,), (As, A, Po, 
(A, A» P) oznaczmy odpowiednio 
przez Wi, Hs, Ha, t. zn.: . 
(1) Í (An, A, P,) = Hy, (Ax, Ax, P) 

| U, (Ay, As, Pa) = us. 

Załóżmy najpierw, że żaden z tych stosunków podziału nie 
jest równy + >. W płaszczyźnie trójkąta Ay, A», A weźmy 
jakikolwiek układ spółrzędnych jednorodnych Hesse'go. 
Niechaj równaniami punktów 4;,4., A; w tym układzie będą 
odpowiednio równania m; (U, V,W)==0, m.(U,V,W)=0, m;(U/,V,W)= 
=0. Punkty P., P} Pà możemy wtedy przedstawić odpowie- 
dnio przez równania (§ 34): 
| M, (U, V, W) = m, (U, V, W) — u, . m. (U, V, W) =0 
| M: (U, V, W) = m, (U, V, W) — m . m, (U, V, W) =0, 

M, (U, V, W) = m, (U, V, W) — u. m. (L, V, W)=0 


Rys. 40. 


(2) 
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Gdyby punkt P nakrywał punkt A, to w takim razie 
prosta d, jako prosta, zawierająca punkty P i A, nakrywa- 
laby prostą a, a zatem punkt P., jako punkt, wspólny pro- 
stym d, i a» nakrywałby punkt A, t. zn. byłoby H == œ, 
co przeczyłoby założeniu. Nie jest więc możliwe, aby punkt 
P nakrywał punkt A,. Tak samo moglibyśmy się przekonać, 
że punkt P nie może nakrywać również żadnego z punktów 
A, i Ap. 

Gdyby punkt P leżał na prostej a, to w takim razie 
prosta dz, jako prosta, zawierająca punkt A; oraz różny od 
niego punkt P, nakrywałaby prostą a,, a zatem punkt P,, 
jako punkt, wspólny prostym d, i aą nakrywałby punkt A., 
t. zn. byłoby t, =+ 0, co przeczyłoby założeniu. Nie jest 
więc możliwe, aby punkt P leżał na prostej a. Tak samo 
moglibyśmy się przekonać, że punkt P nie może leżeć rów- 
nież na żadnej z prostych a» i a;. Stąd zaś wynika, że punkt 
P jest różny od każdego z punktów P, Pa, P> 

Punkt P, jako leżący na prostej, łączącej punkty A, i P,, 
i przytem różny od punktu P,, możemy przedstawić przez 
równanie ($ 25): M (U, V,W) m, (U, V, W) +2. M (U, V, W)==0, 
czyli przez równanie 


(3) M(U,V,W) m, (U,V,W)--4.m,(U,V,W)—żu, .m,(U,V,W)=0. 


Z równania (3) wynika, że punkt P leży na prostej, ła- 
czącej punkt 


(4) m, (U, V, W) +4. m, (U, V, W) =0 


z punktem m, (U/V, W) =0, t. zn. z punktem 4;. Innemi słowy 
prosta, łącząca punkty P i A;, t. zn. prosta d, przechodzi 
przez punkt, jaki przedstawia równanie (4). Lecz równanie 
(4) przedstawia pewien punkt, leżący na prostej, łączącej 
punkty m, (U, V, W)=0 i m.(U,V, W) -=0, t.zn. na prostej az. 
A zatem punkt, jaki przedstawia równanie (4), należy do 
każdej z prostych d, i a;, t. zn. jest punktem przecięcia się 
P, tych dwu prostych. 

Z równania (4), przedstawiającego punkt P, wynika 
(8 34): (A,, A, P;) =— 2. Lecz mieliśmy (równ. (1)] (A:, 4, P) = 
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== ių}, a zatem } = — s, Równanie (3), przedstawiające punkt 
P, możemy więc napisać w ten sposób: 


(5) MI(U,V, W)= m, (U, V, W) — u; .m, (U, V, W) + 
L m 4 . m, (U, V, W) —0. 


Z równania (5) wynika, że punkt P leży na prostej, 
łączącej punkt 


(6) m, (U, V,W)-- u u, . m, (U, V,W)=0 


z punktem m,(U,V,W)=0, t. zn. z punktem A,  Innemi 
słowy prosta, łącząca punkty P i A, t. zn. prosta d,, prze- 
chodzi przez punkt, jaki przedstawia równanie (6). Lecz 
równanie (6) przedstawia pewien punkt, leżący na prostej, 
łączącej punkty m,(U,V,W)==0 i m,(U,V,W)-==0, t. zn. na 
prostej a,, A zatem punkt, jaki przedstawia równanie (6), 
należy do każdej z prostych d, i a., t. zn. jest punktem prze- 
cięcia się P, tych dwu prostych. 


Z równania (6), przedstawiającego punkt P», wynika ($ 34): 


(A,, A, P) =— r L - Lecz mieliśmy równ. (1)]: (As, A,, P) = 
A 3 
= zatem == ] ı skąd wynika: 
W Hg 

(7) Mr Ha fla — Í. 

Do tego wniosku przyszliśmy w założeniu, że żadna 
z liczb tu, Ha H; nie jest równa +s. 

Załóżmy teraz, że np. "hı = tœ. Wtedy punkt P, na- 


krywa punkt A, a zatem prosta d, nakrywa prostą a» 
punkt P więc należy do prostej a» Gdyby punkt P był 
różny od punktu Aj, to prosta dz, jako prosta, zawierająca 
punkty P i A, nakrywałaby prostą a» a zatem punkt P3, 
-jako punkt wspólny prostym d, i az, nakrywałby punkt A, 
t. zn. byłoby u,=0. Gdyby zaś punkt P nakrywał punkt A, 
to prosta d, jako prosta, zawierająca punkty P i A», nakry- 
wałaby prostą a,, a zatem punkt P., jako punkt, wspólny 
prostym d, i a», nakrywałby punkt A, t. zn. byłoby u =0. 
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Otrzymaliśmy więc, że jeżeli i, =+ ~, to w takim razie 
jedna z liczb m i Hs jest równa 0. Tak samo moglibyśmy 
się przekonać, że jeżeli p= +99, względnie |, =+ ©, to 
w takim razie jedna z liczb u. i ty, względnie jedna z liczb 
iu i tb, jest równa 0. 

Przyjmijmy teraz, że jest dany trójkąt A, A> A., przyczem 
przez jego wierzchołki A,, A,, A; przechodzą odpowiednio 
3 proste d,, d,, dz, co do których już nie zakładamy, że po- 
siadają punkt wspólny. Punkty przecięcia się prostych d» da, d; 
z prostemi a4, a,, dz oznaczmy odpowiednio przez P>, Pa, P}. 
Stosunki podziału (A>, Az, P,), (åz, A, Po), (4,, 4», P;) oznaczmy 
odpowiednio przez w, Hə, U, t. zn.: 


(8) (A, Ay Pi) Hie (A, A;, P) Hag (A, A, P3) Hg- 


Załóżmy najpierw, że żaden z tych stosunków podziału 
nie jest równy t, przyczem ich iloczyn jest równy —l, 
t. zn.: 
(9) Hy He Hz = — 1. 


W płaszczyźnie trójkąta A, A, A, weźmy jakikolwiek 
układ spółrzędnych jednorodnych Hesse'go i niechaj równa- 
niami punktów A;,, As, A; będą w tym układzie odpowiednio 
równania m, (U,V,W)=0, m.(U,V,W)==0, m,(U,V,W)-==0. 
Punkty P,,P,,P, możemy wtedy przedstawić odpowiednio 
przez równania: 


| M (U, V, W)= m. (U, V, W) — w -ma (U, V, W) —0, 
(10) „ (U, VW) = m, (U, V, W) — m. m, (U, V, W) =0, 
| M (U, V, W) m, (U, V, W) — m . m. (U, V, W) —0. 


Weźmy teraz pod uwagę równość: 


(11) M (U, V, W) = m, (U, V, W)— ha. m. (U, V, W) +4 
p Bi Hs . M3 (U, V, w) =, 
Gdyby równość (14) była tożsamością, to ($ 26) punkty 
A;, As, Az leżałyby na jednej prostej, co nie jest możliwe. 
Równość (11) jest więc równaniem jednorodnem stopnia 1-ego 
z 3-ema niewiadomemi U, V, W, przedstawia ona zatem pewien 
w zupełności określony punkt P. 
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Równanie (11) możemy napisać też w ten sposób: 
(12) M(UVW)=m (U, V, W) — u . M, (U, V, W) =0, 


skąd wynika ($ 25), że przedstawiony przez to równanie 
punkt, t. zn. punkt P, leży z punktami m,(U,V,W)=0 
i M, (U, V, W) =0, t. zn. z punktami A, i P}, na jednej prostej, 
innemi słowy prosta A, P,, t. zn. prosta dı, przechodzi przez 
punkt P. 

Ze względu na równość (9) równanie (11) możemy na- 
pisać również w ten sposób: 


(13) M(U,V,W) — h, . m (U, V, W) -+ ui u; -Ma (U, V, W) =0, 


skąd znów wynika, że prosta d, przechodzi przez punkt P. 
W końcu, równanie (11) możemy napisać w ten sposób: 


(14) M (U, V, W) fu Ug. Mg (U, V, w) + M; (U, V, W) =0, 


skąd wynika, że prosta d, przechodzi przez punkt P. 

Otrzymaliśmy więc, że każda z prostych d.,d», dą prze- 
chodżi przez punkt P, t. zn. te 3 proste posiadają punkt 
wspólny. 

Załóżmy teraz, że jedna z pośród liczb |u,lb,lt; jest 
równa + œ,inna zaś jest równa 0. Przypuśćmy np. że 
u = Foo oraz |r==(0. Wtedy zarówno punkt P,, jak też punkt 
P, nakrywa punkt A, obiedwie proste d, i də przechodzą 
więc przez punkt A, przez który przechodzi również prosta d;, 
a zatem proste d,,d;,dz posiadają punkt wspólny. Gdyby 
zaś było ur, =*90 oraz l4=0, to punkt P, nakrywałby 
punkt As, punkt P, zaś nakrywałby punkt 4;, każda więc 
z prostych d, i dz nakrywałaby prostą a;, a zatem proste 
d,,d,dz posiadałyby punkt wspólny. Tak samo możemy się 
przekonać, że jeżeli u =+% oraz =Q, albo u, =+ œ 
oraz u, =0, albo =+ oraz 14 =0, albo i, =+ © oraz 
u,-=(, to proste d,, d» d, posiadają punkt wspólny. 

Możemy zatem wypowiedzieć twierdzenie następujące: 

Jeżeli jest dany trójkąt 4 A A; i przez jego 
wierzchołki 4,,4,,A; przechodzą odpowiednio 
proste d,,d,d,., które przecinają proste a,ay,a; 


= 
= 
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odpowiednio w punktach P,P,P; to w razie 
gdy żaden ze stosunków podziału (4, 4;, P), 
(As, A, P), (A;,4;,P,) nie jest równy +œ, warun- 
kiem koniecznym i dostatecznym posiadania 
przez proste d, dd} punktu wspólnego jest 
spełnienie równości 

(A>, Az, P1) . (Az, Ar, Po) . (A+, A>, P)=—1, 


w razie zaś, gdy jeden z tych stosunków po- 
działu jest równy tœ, warunkiem koniecz- 
nym i dostatecznym posiadania przez proste 
dı, dọ, dą punktu wspólnego jest równość zeru 
jakiegoś innego z wymienionych stosunków 
podziału. 

To twierdzenie jest inną postacią twierdzenia Ceva'y, 
podanego w § 49. 

Stosując twierdzenie Céva'y w tej postaci moglibyśmy 
np. z łatwością dowieść, że linje środkowe trójkąta przecinają 
się w jednym punkcie. Wystarczyłoby mianowicie powołać 
się na to, że punkty, w jakich linje środkowe przecinają boki 
przeciwległe, posiadają względem odpowiednich wierzchołków 
trójkąta stosunki podziału, równe — 1, albowiem stąd wyni- 
kałoby już, że iloczyn tych stosunków podziału jest równy — 1. 

Uwaga. Twierdzenie Ceva'y w podanej tu postaci oraz 
twierdzenie Menelausa albo Carnot'a, podane w § 48, 
możemy połączyć razem w sposób następujący: 

Jeżeli jest dany trójkąt 4, 4:4; i na jego bo- 
kach a,a:,a; są dane odpowiednio punkty P,,P;,P;, 
to w razie, gdy żaden ze stosunków podziału 
(A, Az, P3), (A, Ar, Po), (Ai, Az, P3) nie jest równy to, 
warunkiem koniecznym i dostatecznym należe- 
nia punktów P,P, P, do jednej prostej jest spel- 
nienie równości 

(A, Az, ZM. (Az, A Po) „ (An, A>, P) =1, 
warunkiem zaś koniecznym i dostatecznym 
posiadania przez proste A P, A,P., A&P, punktu 
wspólnego jest spełnienie równości 

(A>, As, Pi). (Az, A, P>). (Ay, A>, P) "—1, 
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oraz w razie, śdy jeden z tych stosunków po- 
działu jest równy +œ, warunkiem koniecznym 
i dostatecznym zarówno należenia punktów 
Pı, P,, P do jednej prostej, jak też posiadania 
przez proste 4,P,, A,P., AP, punktu wspólneśo, 
jest równość zeru jakiegoś innego z wymienio- 
nych stosunków podziału. 


§ 51. Inna postać twierdzenia Menelaus'a albo Carnot'a.— 
Niechaj będzie dany trójkąt A, A. A; (rys. 41), Na bokach 
dy, ay, a, tego trójkąta niechaj będą dane odpowiednio 
3 punkty (niekonie- 
cznie właściwe) P, 
P., P, leżące na 
jednej prostej (nie- 
koniecznie właści- 
wej) d. Proste A, P,, 
A, P;, A, P, oznaczmy 
odpowiednio przez 
d,, dz, dz. Prostym a, 
aa; nadajmyjakie- Rys. 41. 
kolwiek zwroty 
i odpowiadające tym zwrotom stosunki wstaw (a:, a, dı), 
(aa a,, d:), (ai, a}, dz) oznaczmy odpowiednio przez Ļi, Hə, 
Hg, t- zn.: 


(1) (a, a, d1) = pi, (a, a,, d) © m, (a, a, d,) = pz. 


Załóżmy najpierw, że żaden z tych stosunków wstaw nie 
jest równy +œ, W płaszczyźnie trójkąta 4, As Az weźmy 
jakikolwiek układ spółrzędnych Descartes'a, którego począ- 
tek leży wewnątrz trójkąta A, A, A. Niechaj równaniami 
w postaci normalnej Hesse śo prostych a, ap, az będą odpo- 
wiednio równania 4, (x,y, 1) =0, kė (x,y, 1)=0, 4 (x,y, 1) =0. 
Nadajmy teraz prostej a, ten zwrot, przy którym punkt As 
następuje po punkcie A», prostej a, ten zwrot, przy którym, 
punkt A, następuje po punkcie A, prostej a; ten zwrot, 
przy którym punkt A» następuje po punkcie A;, i odpowia- 
dające tym zwrotom stosunki wstaw (a, as, dı), (az, a;, də), 
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(ai, a,, dz) oznaczmy odpowiednio przez lu, l, H4. W ukła- 
dzie spółrzędnych jednorodnych Hesse' fo, podporządkowa- 
nym przyjętemu układowi spółrzędnych Descartes'a, proste 
d,,d.,dz możemy przedstawić odpowiednio przez równania 
($ 37): 
| L, (X, Y, Z) =h (X, Y, Z) — w": h(X, Y,Z)=0, 

L: (X,Y,Z) (8. Y, Z)— u: .h (X, Y, Z)=0, 

l{ 


(2) 
| La (X, Y, Z)= h (X,Y, Z)— ts -la (X, Y, Z)=0. 


Gdyby prosta d nakrywała prostą a,, to w takim razie 
punkt P., jako punkt, wspólny prostym d i a», nakrywałby 
punkt A;, a zatem prosta d» jako prosta, zawierająca punkty 
A, i P., nakrywałaby prostą a, t. zn. byłoby p, = +œ, co 
przeczyłoby założeniu. Nie jest więc możliwe, aby prosta d 
nakrywała prostą a. Tak samo moślibyśmy się przekonać, 
że prosta d nie może nakrywać również żadnej z prostych 
a; 1 Go. 

Gdyby prosta d przechodziła przez punkt A;, to w ta- 
kim razie punkt P, jako punkt, wspólny prostej a; oraz 
różnej od niej prostej d, nakrywałby punkt Aj, a zatem pro- 
sta d;, jako prosta, zawierająca punkty P, i A;, nakrywałaby 
prostą a, t. zn. byłoby n = + œ, co przeczyłoby założeniu. 
Nie jest więc możliwe, aby prosta d przechodziła przez 
punkt 4,. Tak samo moglibyśmy się przekonać, że prosta d 
nie może również przechodzić przez żaden z punktów A» i As 
Stąd zaś wynika, że prosta d jest różna od każdej z pro- 
stych d,, da, dz. 

Prostą d, jako przechodzącą przez punkt przecięcia się 
prostych a, i d, i przytem różną od prostej d,, możemy 
przedstawić przez równanie ($ 25): L (X,Y,Z) — L (X, Y, Z) + 
+A. L (X, Y, ZJ =0, czyli przez równanie 


3) L(X, Y, Z) = h (X, Y, 2) +2. h (X, Y, Z) —am,' „ł;(X, Y, Z) =0. 


Z równania (3) wynika, że prosta d przechodzi przez 
punkt przecięcia się prostej 


(4) L (X, Y, Z) +4. h (X, Y, 2) =0 


z prostą h (X, Y, Z) =0,t. zn. z prostą az. Innemi słowy punkt 
przecięcia się prostych d i a, t. zn. punkt P, należy do 
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prostej, jaką przedstawia równanie (4). Lecz równanie (4) 
przedstawia pewną prostą, przechodzącą przez punkt prze- 
cięcia się prostych /,(X,V,Z)=0i (X, Y, Z) =0, t. zn. przez 
punkt A. A zatem prosta, jaką przedstawia równanie (4), 
zawiera każdy z punktów P, i A, t. zn. jest prostą dz. 

Z równania (4), przedstawiająceśo prostą d, wynika 
(§ 37): (ay, ae, d,) =—h, Lecz mieliśmy (a;, a, dz) = u, a za- 
tem +. =— u. Równanie (3), przedstawiające prostą d, mo- 
żemy więc napisać w ten sposób: 


(5) L (X, y Z) l, (X, y Z) Z kuz! U L(X, y, Z)+ TE tg. (X, Y,Z)=0. 


Z równania (5) wynika, że prosta d przechodzi przez 
punkt przecięcia się prostej 


(6) h (X, Y,Z).-|- Uut SE Y,Z)=0 


z prostą lə(X,Y,Z)=0, t. zn. z prostą a». Innemi słowy 
punkt przecięcia się prostych d i a,, t. zn. punkt. P», leży 
na prostej, jaką przedstawia równanie (6). Lecz równanie 
(6) przedstawia pewną prostą, przechodzącą przez punkt 
przecięcia się prostych / (X, Y,Z)=0 i h(X,Y,Z)=0, t. zn. 
przez punkt A». A zatem prosta, jaką przedstawia równanie 
(6), zawiera każdy z punktów P, i A, t. zn. jest prostą d;. 

Z równania (6), przedstawiająceśo prostą d» wynika 


(§ 37): (az, ais də) TYT 


— +, ,. Lecz mieliśmy (a;, a,, d,) = m‘, 
W Hz 


s 1 : T R 
zatem H =e skąd wynika: p, m H, =— 1. Lecz, 
1 o 
jak to widzieliśmy w § 49, wartość iloczynu (az az, dı) (az, a;, 
d>) (a,, az, dy) od wyboru zwrotów prostych a, a», a; nie zależy, 


zatem równość H' W‘ Į, = — 1 pociąga za sobą równość 
In He Hz = — 1. 
Otrzymaliśmy więc, że Įù lh Mz =— 1. 


Do tego wniosku przyszliśmy w założeniu, że żadna 
z liczb |, Us, s nie jest równa + œ, 

Załóżmy teraz, że np. i, = +œ, Wtedy prosta d, na- 
krywa prostą a, a zatem punkt P, nakrywa punkt A, pro- 
sta d więc przez punkt A, przechodzi, Gdyby prosta d była 

F. Włodarski, Geom. anal. pł, cz. I. 15 
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różna od prostej a;, to punkt Ps, jako punkt, wspólny pro- 
stym d i as, nakrywałby punkt A;, a zatem prosta d, jako 
prosta, zawierająca punkty P, i A, nakrywałaby prostą a;, 
t. zn. byłoby H;,==0. Gdyby zaś prosta d nakrywała prostą a;, 
to punkt Ps, jako punkt, wspólny prostym di a» nakrywałby 
punkt A, a zatem prosta d, jako prosta, zawierająca punkty 
P, i A, nakrywałaby prostą a t. zn. byłoby m =0. 

Otrzymaliśmy więc, że jeżeli u = + ©“, to w takim razie 
jedna z liczb lu i t, jest równa 0. Tak samo moglibyśmy 
się przekonać, że jeżeli m = + œ, względnie mu =+œ, to 
w takim razie jedna z liczb ty i ty, względnie jedna z liczb 
U, i H» jest równa 0. 

Przyjmijmy teraz, że jest dany trójkąt A, A, As, przyczem 
na jego bokach a, a:, aa są dane odpowiednio punkty (nie- 
koniecznie właściwe) P,, Po, Ps, co do których już nie zakła- 
damy, że leżą na jednej prostej. Proste A, P,, A, P,, A, P; 
oznaczmy odpowiednio przez dı, d» dz, Prostym a, a, a; 
nadajmy jakiekolwiek zwroty i odpowiadające tym 
zwrotom stosunki wstaw (as, az, dı), (as, a, do), (a, ay, dz) 
oznaczmy odpowiednio przez Į, He, Us, t. zn.: 


(7) (av, az, d,) Hy (az, a,, do) Ma, (ai, KE d,) Ha. 


Załóżmy najpierw, że żaden z tych stosunków wstaw nie 
jest równy + ©, przyczem ich iloczyn jest równy — 1, t. zn.: 


(8) HH tg — 1, 


W płaszczyźnie trójkąta A, A, 4; weźmy jakikolwiek 
układ spółrzędnych Descartes'a, którego początek leży 
wewnątrz trójkąta A A A. Niechaj równaniami w po- 
staci normalnej Hesse'go prostych a;, a, a; będą odpowiednio 
równania I, (x,y, 1) =0, b4(x,y,1) =0, h(x,y,1)=0. Nadaj- 
my teraz prostej a, ten zwrot, przy którym punkt A; nastę- 
puje po punkcie Æ, prostej a, ten zwrot, przy którym 
punkt A, następuje po punkcie A, prostej a; ten zwrot, przy 
którym punkt A, następuje po punkcie A,, i odpowiadające 
tym zwrotom stosunki wstaw (a, az, dı), (a3, a1, d2), (a, az, dz) 
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oznaczmy odpowiednio przez Į‘, ą',Us'. Równość (8) po- 
ciąga za sobą równość: 
(9) Mi‘ H Hg' = — 1. 

W układzie spółrzędnych jednorodnych Hesse'go, podpo- 
rządkowanym przyjętemu układowi spółrzędnych Descartes'a, 


proste d,,d,,d; możemy przedstawić odpowiednio przez 
równania ($ 37): 


Li (X, Y, Z) h: (X, Y, Z)— 6". l (X, Y, Z)=0, 
(10) La (X, Y,Z)= Ł(X,Y, Z)— u. h (X, Y, Z)=0, 
Ls (X, Y,Z)= h (X, Y, Z)— i". l (X,Y,Z) =0 


Weźmy teraz pod uwagę równość: 
(11) L(X,Y,Z)= 1(X,Y,Z)— ue'./.(X,Y,Z)-H m! na'.1, (X,Y,Z)=0. 


Gdyby równość (11) była tożsamością, to ($ 26) proste 
a, ão, a, posiadałyby punkt wspólny, co nie jest możliwe. 
Równość (11) jest więc równaniem jednorodnem stopnia 1-go 
z 3-ma niewiadomemi X, Y, Z, przedstawia ona zatem pewną 
w zupełności określoną prostą: d. 

Równanie (11) możemy napisać też w ten sposób: 


(12) L(X, y Z) lh (X, Y, Z) — m“. Li (X, dy Z)=0, 


skąd wynika (§ 25), że przedstawiona przez to równanie 
prosta, t. zn. prosta d, posiada z prostemi l, (X, Y, Z) =0 
i Li(X,Y,Z)=0, t. zn. z prostemi a, i d,, punkt wspólny, 
innemi słowy punkt przecięcia się prostych a; i d,, t. zn. punkt 
P,, należy do prostej d. 

Że wzślędu na równość (9) równanie (11) za na- 
pisać również w ten sposób: 


(13) L(X,Y,Z) — ts. łą (X, Y, Z) m‘ Ha”, La (X, Y, Z)=0, 


skąd znów wynika, że punkt P, należy do prostej d. 
W końcu, równanie (11) możemy napisać w ten sposób: 


(14)  L(X,Y,Z)=m' Hsls (X, Y, Z) r L: (X, Y, Z) =0, 
skąd znów wynika, że punkt P, należy do prostej d. 
Otrzymaliśmy więc, że każdy z punktów P, P>, P; należy 
do prostej d, t. zn. te 3 punkty leżą na jednej prostej. 
15* 
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Załóżmy teraz, że jedna z pośród liczb tm, l, u; jest 
równa + oo, inna zaś jest równa 0. Przypuśćmy np. że 
M =+oc oraz [4 =0. Wtedy zarówno prosta d, jak też 
prosta dą nakrywa prostą a, obydwa punkty P, i P, leżą 
więc na prostej az, na której leży także punkt P}, a zatem 
punkty P,,P,,P, leżą na jednej prostej. Gdyby zaś było 
m= tco oraz [ly =(, to prosta d, nakrywałaby prostą as, 
prosta d, zaś nakrywałaby prostą a,, każdy więc z punktów 
P, iP, nakrywałby punkt 4;, a zatem punkty P,,P,, P, 
moglibyśmy uważać za punkty, leżące na jednej prostej. 
Tak samo możemy się przekonać, że jeżeli p, = +œ oraz 
w =0, albo m= +t so oraz u ==0, albo u, = t oo oraz |, =0, 
albo u, =+ ~ oraz H; =0, to punkty P,, Pa, P, leżą na jednej 
prostej. 

Mamy zatem twierdzenie następujące : 

Jeżeli jest dany trójkąt A A, A i na jego bo- 
kach są dane odpowiednio punkty P, Pa Ps, to 
oznaczywszy proste A; Pi, A.P», A4 P,odpowiednio 
przez d„d»„d, oraz nadawszy prostym ay, dy, az 
jakiekolwńek zwroty, możemy powiedzieć, że: 
w razie, gdy żaden ze stosunków wstaw (a,a;,d,), 
(az, ai, d,), (ai, az, dz) nie jest równy +œ, warunkiem 
koniecznym i dostatecznym należenia punktów 
P, Paą P, do jednej prostej jest spełnienie rów- 
ności 

(az, CET d,) (az, ai, d,) (a, Az, d,) w a 1, 


w razie zaś, gdy jeden ztych stosunków wstaw 
jest równy +œ, warunkiem koniecznym i dosta- 
tecznym należenia punktów P, Pąę„ P; do jednej 
prostej jest równość zeru jakiegoś innego z wy- 
mienionych stosunków wstaw. 

To twierdzenie jest inną postacią twierdzenia Mene- 
laus'a albo Carnot'a, podanego w § 48. 

Stosując twierdzenie Menelaus'a albo Carnot'a w tej po- 
staci moglibyśmy np. z łatwością dowieść, że punkty, w ja- 
kich dwusieczne kątów zewnętrznych trójkąta, względnie 


www.rcin.org.pl 


— 229 — 


dwusieczne dwu kątów wewnętrznych trójkąta oraz jednego 
zewnętrznego, przecinają boki przeciwległe, leżą na jednej 
prostej.  Wystarczyłoby mianowicie w tym celu powołać się 
na to, że, w razie nadania bokom a;,a.,a; odpowiednich 
zwrotów, stosunek wstaw dwusiecznej kąta wewnętrznego 
względem boków, zawierających ramiona tego kąta, równa 
się 1, stosunek zaś wstaw dwusiecznej kąta zewnętrznego 
względem boków, zawierających ramiona tego kąta, równa 
się — 1 (§ 38). 

Uwaga. Twierdzenie Menelausa albo Carnota’ 
w podanej tu postaci oraz twierdzenie Céva'y, podane w § 49, 
możemy połączyć razem w sposób następujący: 

Jeżeli jest dany trójkąt A4 AA; i przez jego 
wierzchołki przechodzą odpowiednio proste 
dy,d,,dz, to, nadawszy prostym aya.„a; jakiekol- 
wiek zwroty, możemy powiedzieć, że: w razie, 
gdy żaden ze stosunków wstaw (a, az, dı), (a;,a;,d>), 
(anaa, d) nie jest równy +œ, warunkiem koniecz- 
nym i dostatecznym posiadania przez proste dy, 
d,,dz punktu wspólnego jest spełnienie równości 


(az, Az; dı) . (a3, di; d) . (ay, A, dz) == 1, 


warunkiem zaś koniecznym i dostatecznym na- 
leżenia punktów aid, apd., aydz do jednej prostej 
jest spełnienie równości 


(a>, az, dı). (az, d1, də). (a;, az, dz) = — 1, 


oraz w razie, gdy jeden z tychstosunków wstaw 
jest równy +œ, warunkiem koniecznym i dosta- 
tecznymzarównoposiadaniaprzez proste dı d} dz 
punktu wspólnego, jak też należenia punktów 
aydy, @ də», agd do jednej prostej, jest równość 
zeru jakiegoś innego z wymienionych stosun- 
ków wstaw. 
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Rozdział V. 


§ 52. Stosunek podziału podwójnego 4-ech punktów, le- 
żących na jednej prostej właściwej. — Niechaj będą dane 
4 punkty P,,P.,P.,P,, leżące na jednej prostej właściwej. 

Iłoraz stosunków podziału (P4, Pa, P3) i (Pi, Pa, P3) 
nazywamy stosunkiem podziału podwójnego 
punktów P} i P, względem punktów P, i P;, albo 
też wprost stosunkiem podziału podwójnego 
4-echpunktów P,P„P,,P,ioznaczamy symbolem 


CENE. POREDA zn: 


(Ps: Pe, Ps) 


G (Pu, Pa, Pa P) = OB PPY 


Stosunek podziału podwójnego nazywamy też inaczej 
dwustosunkiem. 


Ponieważ w podanej przed chwilą definicji stosunku po- 
działu podwójnego 4-ech punktów Pı, Po, P, P, występują 
stosunki podziału (P,, P., P.) i (P,, Po, P4), te zaś stosunki po- 
działu istnieją tylko wtedy, gdy punkty P, i P. są właściwe 
($ 33), przeto podana definicja stosunku podziału podwójnego 
4-ech punktów stosuje się tylko do takich 4-ech punktów 
P., P., P}, P, z których punkty P, i P. są punktami właści- 
wymi. 

Stosunek podziału podwójnego (P,, Po, P;, P,) nazywamy 
harmonicznym, jeżeli jest on równy —1. Mówimy też 
wtedy, że punkty P,,P.,P,,P, tworzą grupę harmonicz- 
ną 4-ech punktów, albo, że punkty Pi P, są sprzężone 
z sobą harmonicznie względem punktów P, i P,. 

Stosunek podziału podwójnego, nie będący harmonicznym, 
nazywamy anharmonicznym. 
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a= 4 a 


=R3 = 


Przyjąwszy jeden zwrot prostej właściwej, zawierającej 
punkty P,,P», P;,P,, za dodatni, drugi zaś za ujemny, i usta- 
liwszy pewną jednostkę długości, każdemu odcinkowi, za- 
wartemu w tej prostej, podporządkujmy liczbę, której wartość 
bezwzględna wyraża długość odcinka, która zaś jest dodatnia 
lub ujemna w* zależności od tego, czy wymieniony odcinek 
posiada zwrot dodatni, czy też ujemny. Rozumiejąc wtedy, 
w przypadku, gdy punkty P,, Pa, P>, P, są punktami właściwymi, 
przez P, P;, PP} it.d. liczby, podporządkowane odpowiednio 
odcinkom P, P, P. P}, i t d, możemy napisać: 


| (P. PaP) P,P,.P,P, P,P,.P.P. 
PPP Pi 3 = z . = = "R" © 
(2) (PLPLP.P)* P PaP) P,P, P.P, P,P, PP, 


Pi . a d 
Lecz tak samo możemy wtedy napisać: 


(P..P,,P,)_ PIP.. PiP P,P,.P,P, 
B) (PaP, Pup) (P..P..P.) P,P, PP. P.P, P. P, 


(Pa Pu Pa) Pa P, r P. P; - 
| A EOPOLWE EPA "BRO BR 


y |- PP, . Pi P: _ (P: P3.( P, P.) P, Ps. P; P, 
P,P..P,P, (—P.,P.).(-P,P,) —P,P,.P,P, 
| (Pu Pa Par Pi) PPR PÓ EE ELE = 
fyfa 3f 381 


_ P,P,.P,P, _(-P,P,).(-P,P.)_ P, P,P, P, 
P,P..P,P, (-P.P.).(-P,P,) P.P.,.P,P, 


Z równości (2), (3), (4), (5) wynika: 
(6) (Pi PaPa P) =(P.,P,,P,„P;) = (P:,P.„P,,P.) = (Pa Po: Pa Pi). 


(5) 
| 


Równości (6) otrzymaliśmy w założeniu, że wszystkie 
4 punkty P, Pa, Pa, P, są punktami właściwymi. Jeżeli 
natomiast punkt P, jest punktem niewłaściwym, punkty 
zaś P,,P,,P, są punktami właściwymi, to mamy wtedy: 


z (Piu P+. Pa) _ 1 
(P,,P,,P.,P,) £ (P,, Pa, P) (P, Pa, P) oraz (Pa Pa Pa Pa) 
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e De Pl (Pu Pi, P); a zatem (§ 33) (P, Paj — 


== (Pz, P,, P, P,); jeżeli punkt P, jest punktem niewłaściwym, 
punkty zaś P4, P», P> są punktami właściwymi, to mamy wtedy: 


(P,P..P,P) = (b Pe Dh — (P, P,, Pi) oraz (Pa Pi, Pu Pi) 


(P; P> P,) w 
(Eo PPI = PP, p! tem Py Pa Pa PIPAR P; 
jeżeli, w końcu, obydwa punkty P, i P, są punktami nie- 
właściwymi, punkty zaś P, i P są punktami właściwymi, to 
wtedy zarówno (P;, Po, Ps, P,)=1, jak też (Pp, Pi, Pu P) = 1, 
a zatem (P,, Po, Po, P) = (Po, Pis Pas P>). 


Jak wiec widzimy, równość 
(7) (Pi, Pi, Por P) = (Pas Pis Pui P3) 


zachodzi zawsze, o ile tylko punkty P, i P, są punktami 
właściwymi. To ostatnie zastrzeżenie rozumie się samo przez 
się, albowiem w przypadku, gdy któryś z punktów P, i P: 
jest punktem niewłaściwym, symbol (P,, P., P>, P,) nie ma dla 
nas narazie żadneśo znaczenia. 


W przypadku, gdy któryś z punktów P, iP, jest punktem . 
niewłaściwym, symbole (P, P,, P,, P) i (Pa, Pz, Pz, P,) nie mają 
dla nas narazie żadnego znaczenia, a zatem równość (7) jest 
jedyną równością, jaka nam w tym przypadku ze wszystkich 
równości (6) pozostaje. 

Ponieważ symbol (Pa, Pi, Pa, P), względnie (P;, Pa Pis Po), 
względnie (P, P P,, Pi), możemy otrzymać z symbolu 
(Pi, Pa, Po, Pi), przestawiając w nim jednocześnie elementy 
P, i P, oraz P, i P,, względnie P, iP, oraz P,i P, względnie 
P, i P, oraz P, i P}, przeto równości (6) upoważniają nas 
do wypowiedzenia twierdzenia następującego: 

Jeżeli punkty P,,P.,P,,P, są punktami właści- 
wymi, to symbol (P,, Pa P}, P,) nie zmieni swej 
wartości, śdy przestawimy w nim jednocześnie 
elementy dwu jakichkolwiek par. 
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Ponieważ (Pu Pu Pa P) = (p' p po: Pu Pu Pu P,) 
(Pr P. p): Pr Pı Pa PO - (ppLP) (P, P P)` 
' (P B.. P.) pe Pa p). mamy przeto 2 równości na- 
2008, GG s 
(8) | PP. PP J= P; P; Py P): 
| PAYD (P.,P..P., P.)' 


które zachodzą zawsze (o ile, oczywiście, punkty P, i P, 
są punktami właściwymi). 
Jeżeli (P;, P,, Pa, P) =— 1, to wtedy (równ. (8)| również 
(Pi, Pa, Pa, P) =—1 oraz (Pa Pi, P;, P) = — 1, mamy zatem: 
Jeżeli dwustosunek (P,,P,,P,,P,) jest harmo- 
niczny, to są spełnione równości: 


99 (Pu, Pis Pa P) = (Pi, Pa Pu Pa) =(P.,P,,P.P,). 


Przyczem jeżeli punkty P, iP, są punktami właściwymi, 
to, oczywiście, oprócz równości (9) są wtedy spełnione także 
rówjości (6), jeżeli zaś któryś z punktów P, i P, jest punktem 
niewłaściwym, to oprócz równości (9) jest wtedy spełniona 
równość (7). 

Jeżeli punkt P, jest środkiem odcinka P, P,, to w takim 
razie (P,, Pa, P;)==—1. Punkt P, więc, który byłby w tym 
przypadku sprzężony harmonicznie z punktem P,' względem 
punktów P, i P., musi spełniać warunek (P,,P.,P,) =1, 
a zatem tym punktem P, jest punkt niewłaściwy prostej 
P, P, ($ 33). 

Niechaj 4 punkty P,,P., Pa, Pa, które leżą na jednej 
prostej właściwej i z których punkty P, i P, są punktami 
właściwymi, będą przedstawione odpowiednio przez równania: 


M, (U,V,W) A, U-+ B, V -C,W=0, 
M.(U,V,W)  A.U +-B, V+4-C.W 
44 . M, (U, Y W) t a. M: (U, V, W) 
ją! . M, (U, V,W) + 44', Ma (U, V, W )- 


0 
(10) 0. 
0. 


l | 
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Wobec założenia, że punkty P, i P, są punktami właści- 
wymi, możemy powiedzieć, że zarówno C, Œ0, jak też C;=E0. 
Rozpatrzymy teraz wszystkie możliwości, jakie tu istnieją. 

Możliwość 1-a. Punkty P, i P} są różne, przyczem 
żaden z punktów P, i P, nie nakrywa punktu P, W tym 
przypadku liczby 4, i å są różne od 0, możemy więc równa- 
nie punktu P, podzielić przez /, oraz równanie punktu e 
prącz h‘ Otrzymamy wtedy IA M, (U, V, W) 4 


- M. (U,V,W)=0 oraz M, (U, V, W) -- „7, - M. (U, V, W)=0, 
albo 

G M, (U, V, w) + z G M: świ Nv) 0 
onas - M, (U,V,W) , ły „ AA A 

C; : Č, E K C. - C, 0, 


albo, po podzieleniu przez ĆC,, równania 


M, (U,V, W) , iz C, M; (U, V, W) _ 


E AT Ci 
TaZ Mi (U,V, W), hy! Cp, M. (U,V,W)_ o 
E, |WOS oi (ex ' 
czyli równania 
m, (U, V, W) Hi. G m (U, V, W)=0 
(11) oraz SA Q 
m (U, V, W) 4 i, "a . m, (U, V, W) =0, 


gdzie m, (U,V,W), względnie m, (U,V,W), oznacza stronę lewą 

równania punktu Pg względnie P., w takiej postaci, przy 

której spółczynnik przy W jest równy 1. Z równań (11) wy- 

nika więc ($ 34), że (Pi, Pa P;]=— * È oraz (Pu Pa P) = 
4 w 


r CS t 
—  * „ y a zatem 
łk Ci 


(12) (P.. Pa, P,, p) = (PuPuP) eh 


(P,P„P,) Ai 
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Możliwość 2-a. Punkty P, i P, są różne, przyczem 
żaden z punktów P, i P, nie nakrywa punktu P,. W~ tym 
przypadku liczby hę i hę' są różne od 0, możemy więc równa- 
nie punktu P; podzielić przez 4, oraz równanie punktu P, 


przez ô. Otrzymamy wtedy równania: jM, (U, V, W) + 
+ Me (U, V, W)=0 oraz Și: Mr (U, V, W) + Ma (U, V, W) =0, 
albo 


i £ A -m (U, V, W)+ My (U, v,w)=0 


W a « m, (U, V, W) +- ma (U, V, W) =0, 


A 


skąd wynika (§ 34), że (P, PRI = i $ 2 oraz (BaP PAS 
-- ZA, : Gi, a zatem 


n (Pe, P; Pa) Zm hi ky 

(14) (Pa, P,, Ps, P.) (Ps, P,, P.) ką Hy 

Z równości zaś (14) oraz z drugiej z pośród równości (8) 
wynika: 
(15) (Pis Pa, Pa: P) z jh , 
t. zn. znów równość (12). 

Możliwość 3-a. Punkty P, i P. są różne, przyczem 
punkt P, nakrywa punkt P, oraz punkt P, nakrywa punkt P», 


względnie punkt P, nakrywa punkt P» oraz punkt P, na- 
krywa punkt P, W tym przypadku 4,-E0, /,=0, 4,4, =0, 


f > s A, ką? 
MEE 0, względnie hi 0, AE 0, a + 0, ką! == 0, a zatem . z F 


A p 
HU 


A PA > 
względnie "Gg +x, Zdrugiej zaś strony w rozpatrywanym 
+1 ha 


przypadku (P,, Ps, P;)=0 oraz (P,, P,, P) = + ~=, względnie 
(Bi Ba P,) = + ~ oraz (P,, Pa P )=0, a zatem (Pi, Pos Pss P)=0, 
względnie (P,, Pa, Pa P) =+ œ. Możemy więc powiedzieć, że 
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również w rozpatrywanym obecnie przypadku zachodzi 
równość: 

(16) (P,, Pa, Pa, P) = U, 

t. zn. równość (12). 

Możliwość 4-a. Punkty P, i P» nakrywają się. W tym 
przypadku (str. 113, Uwaga) punkty P; i P, nakrywają punkty 
P, i P., a zatem ($ 33) każdy ze stosunków wstaw (P,, P;, P3) 
i (Pı, Pa, P,) jest nieoznaczony, skąd wynika, że dwustosunek 
(Pi, Pa, P;, P,) też jest nieoznaczony. Możemy więc ten dwu- 
stosunek uważać za równy każdej liczbie, a więc, w szczegól- 


E E ENY ; „3 3 Ti 
ności, i liczbie .*. „+ t. zn. równość (12) możemy uważać za 
LE 


spełnioną również w rozpatrywanym obecnie przypadku. 
Możemy zatem wypowiedzieć twierdzenie następujące: 
Jeżeli równaniami 4-ech punktów P Pa, Po, Ps, 
które leżą na jednej prostej właściwej i z któ- 
rych punkty P, iP, są punktami właściwymi, 
są odpowiednio równania: 


M, (U, V, W) = 4, U ++B, V+ 
M, (U, V, W) = A. U -}- B, V 
ha M, (U, V, W) 4, . Ma (U, V, W) =0, 
łą! . M, (U, V, W) -L24'. M, (U, V, W)=0, 


" 
ha 44 


to w takim razie zachodzi równość: (P,,P.,P.,P.J c 

Ponieważ za spółrzędne jednorodne Hesse śo punktów 
M,(U,V,W)=0, M.(U,V,W)=0, à. M,(U,V,W) FA, . M.(U,V,W)=0, 
h, Mi (U, V, W) th. M.(U,V,W)==0 możemy uważać odpo- 
powiednio trójki liczb A, Bı, Ci; 4a Ba, Co; A Ai FA A, 
h Bı +A Ba, hy Cyt, Co; M'A, HA'A, M4 B, HA Ba, MC +A Ca, 
pisząc więc zamiast symboli A, Bi, Ci, 4 B», C, odpowiednio 
symbole X;, V,, Zu Xa Yo, Z> możemy wypowiedzieć twierdze- 
nie nastepujące: 

Jeżeli spółrzednemi jednorodnemi Hessego 
4-ech punktów Pı, Pa Pop, Pu które leżą na jednej pro- 
stejwłaściwejizktórych punkty P, iP, są punk- 
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tamiwłaściwymi, są odpowiednio trójki liczb: X, 
V,,Ży; Žas Ya Z; hi Xi ką X] h yY; +a Ya b, Z; +h Zi; 
2014-22 X, h Yih Ya, Ją Ży tha to w takim razie 
zachodzirówność: (PPa Pa P= i 

§ 53. Stosunek podziału podwójnego 4-ech prostych, prze- 
chodzących przez jeden punkt właściwy. — Niechaj bedą 
dane 4 proste dy, də, dz, d,, przechodzące przez jeden punkt 
właściwy. Nadajmy prostym d, i d pewne zwroty. 

Iloraz stosunków wstaw (d,d,dy) i (dy, dą, d) 
nazywamy stosunkiem podziału podwójnego 
prostych d, i dy, względem prostych d i d» albo 
też wprost stosunkiem podziału podwójnego 
4-ech prostych dı, də, dz dp i oznaczamy symbolem 
(di, do, dz, da), t. zn.: 

(d, dads) 
(1) (d;, dz, dz, d,) (d,, dadi} 


Stosunek podziału podwójnego nazywamy też inaczej 
dwustosunkiem. | 

Zmiana zwrotu prostej dı, względnie d», powoduje ($ 35) 
zmianę znaku każdego ze stosunków wstaw (d;,dh,dz) i (d; dodą), 
zatem na wartość dwustosunku (dy, d», dą dą) nie wpływa. 
A więc: 

Wartość dwustosunku (d, d», dxd) nie zależy 
zupełnie od zwrotów prostych d i də. 

Dwustosunek (d;, dz, dz, dy) nazywamy harmonicznym, 
jeżeli jest on równy —1. Mówimy też wtedy, że proste 
dı, d», dz, dı tworzą grupę harmoniczną 4-ech prostych, 
jak również mówimy, że proste dz i dy są sprzężone 
z sobą harmonicznie wzgledem prostych d, i do 

Dwustosunek, nie będący harmonicznym, nazywamy an- 
harmonicznym. 

Za pomocą rozumowania, analogicznego do tego rozumo- 
wania, jakie podaliśmy w $ poprzednim, otrzymamy równości: 


(2) (di, dy, dz, d,) Fa (dy, dh, dy, d;) T (dz, dą, dy, də) = (dy, ds, də, di), 


będziemy zatem mogli wypowiedzieć twierdzenie nastepujące: 
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Jeżeli d;,dz,d,dy są 4-ema prostemi, przecho- 
dzącemi przez jeden punkt właściwy, to sym- 
bol (dy,dz,d.zd,) nie zmieni swej wartości, gdy 
przestawimy w nim jednocześnie elementy dwu 
jakichkolwiek par. 


Tak samo z łatwością otrzymamy równości: 


1 1 


(d;, dy, dy, di) + (dd, dz, d,) = 


(3) (dy, dz, dy, da) a 7 (d;, dz, dz, d,) f 


oraz twierdzenie: 


Jeżeli dwustosunek (d; dọ dg, d,) jest harmo- 
niczny, to są spełnione równości: 


(4) (di, dz, ds, di) = (di, dy, d,, di) = (dz, di, dz, d,). 


Jeżeli prosta dz jest dwusieczną jednej z dwu par kątów 
wierzchołkiem przeciwległych, jakie tworzą proste d, i da to 
(dy, dy, dz) = = 1. Prosta więc d, która byłaby w tym przy- 
padku sprzężona harmonicznie z prostą dą względem pro- 
stych d, i d», musi spełniać warunek (dy, dy, d) = F 1, a zatem 
tą prostą d, jest dwusieczna drugiej pary kątów wierzchoł- 
kiem przeciwległych, jakie tworzą proste d, i dy. 

Niechaj 4 proste d;,d,,d;z,d,, przechodzące przez jeden 
punkt właściwy, będą przedstawione odpowiednio przez 
równania: 


L: (X, Y, Z) = A, X B, Y+ C, Z=0, 
(5) L: (X, Y, Z) = A,X--B,Y--C,Z=0, 
Å, . li (X, yY, Z) f ba, L4(X y,Z)=0 


b (X, Y, ZIF k L.(X,Y, Z)- 


Przypuśćmy, że proste d, i dą są różne, przyczem żadna 
z prostych dz'i d, nie nakrywa prostej dz. Liczby A, i %' są 
wtedy różne od 0, możemy więc równanie prostej dą podzielić 
przez ħ oraz równanie prostej d, przez Ay. Otrzymamy 
wtedy równania: 


(6) Li (X,Y,Z) + - Lal, Y, Z) =0 oraz Li (X,Y,Z) +, -L1(XY,ZJ=0. 


1 
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Wielkości (§ 28): 
sin w 
(sign - C,) VA? + B,” — 24, B, cos w 
oraz 3 
sın w 
— sign s C,) || AŻ > Ją” RE 2 Aa B, cos w 
oznaczmy odpowiednio przez 0; i ©» (jeżeli spółczynnik C,, 


względnie C, jest równy 0, to w mianowniku pierwszego, 

względnie drugiego, ułamka możemy wziąć przed symbolem, 

oznaczającym pierwiastek kwadratowy, jakikolwiek znak, np.+). 
Równania (6) możemy napisać w ten sposób: 


SoL Y, Z) „3, -os Ło(X,Y, Z)=0 
e u 02 


oraz A 


| gi Li (XY, Z) +04: La (X, Y, ZY=0, 
tı M (2 
albo, po pomnożeniu przez 0;, w ten sposób: 


0 - Ł4(X, Y, Z)-+ Al. 0; „L (X, Y, Z) =0 
oraz th ai 
ers LK Y, Z) + r, Ce La (X,Y, Z)=0, 
i Ja 


czyli w ten sposób: 


he i 


h (X, Y, Z) +4 ho; -1,(X,Y,Z)=0 


(7) "| oraz e 
(X, Y, Z) + A, 1,(X, Y, Z) = 
skąd wynika, że ($ 36): (dy, d,, dz) = + a oraz (d, d; |d) = 
M 2 


i'o 
=t ja 4, przyczem w obydwu równościach ostatnich na- 
1 2 
leży wziąć jednocześnie albo znak -- albo znak —. A zatem: 
(d,, da d,) kx be h 


(8) (d,, d., dy, di) dudzd) "i 


Do tego wniosku doszliśmy w założeniu, że proste dı i do 
są różne, przyczem żadna z prostych d i d, nie nakrywa 
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prostej d») Gdybyśmy teraz zbadali wszystkie inne możli- 
wości, jakie tu istnieją, to przyszlibyśmy do wniosku, że 
równość (8) zachodzi zawsze. 
Możemy zatem wypowiedzieć twierdzenie następujące: 
Jeżeli równaniami 4-ech prostych dd» d;d, 
przechodzących przez jeden punkt właściwy, 
są odpowiednio równania: 


Li (X, Y, Z) - A,X+B,Y+C,Z=(0, 
L: (X,Y, Z) — A+ X +B: Y+ CaZ=0, 
ły: Li (X, Y, Z) + te- Le lX Y, Z) =0, 
hy! - LĄ (X, y; Z) -F ig s lą (X, A Z) =0, 
to w takim razie zachodzi równość: (ddsdy d) =: 

Stąd zaś wynika twierdzenie następujące: 

Jeżeli spółrzęednemijednorodnemi Hesse'go 
4-ech prostych d,,dy,dz,d,, przechodzących przez 
jeden punkt właściwy, są odpowiednio trójki 
liczb: U, V, Wi; Un Va Wy; h U, 2, Ua, 44 Vi F haVo, 
hi Wi Fi Wa; MU Hi Ua łą! Vy ha! Va, ky Wy tA Wa, to 
w takim razie zachodzi równość: (dı, do, dz d)= ji > 
zi Bat _ 

$ 54, Stosunek podziału podwójnego jakichkolwiek 4-ech 
punktów, leżących na jednej prostej, względnie 4-ech pro- 
stych, przechodzących przez jeden punkt. Twierdzenie 
Pappus'a. : 

Niechaj 4 
proste dı, dz, dz, d,, posiadające | punkty Pi, Pz, P,, Pas leżące na 
punkt (niekoniecznie właści- | jednej prostej (niekoniecznie 
wy) P wspólny, będą okreś- | właściwej) d, będą określone 
lone odpowiednio przez spół- | odpowiednio przez spółrzędne: 
rzędne: Ui, Vy, Wi; Ux, Va, Wz; | Xi, Vy, Żyj Ka, Va, Zaj hi X, + 
hi U, Fa Uns hi Vi ła Voh Wi t | 22 Ka, d Ya F ha Vy, A Zi + 
+ ką Wa; A U, Hio Uz h Wi | F Zai dy! Xi + Aa" Xa, M Vy T 
+a Va h With Wa Prze- | hą' Va, łą Zi +A Za Po- 
tnijmy te proste jakąkolwiek | łączmy te punkty z jakim- 
prostą d, różną od każdej | kolwiek punktem P, różnym 


= 
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z prostych d, ds, dz, d,, której 
spółrzędne oznaczmy przez 
U, V,W. Punkty przecięcia się 
prostej d z prostemi d;,d;,dy,d, 
oznaczmy odpowiednio przez 
P,„P.,P;,P,, Za spółrzędne 
punktów P,, Po, Ps, P, możemy 


uważać odpowiednio trójki | 

liczb [str. 92, (5a]]: 

V, W Ww, U U, Vy. 

VW," W,U UV," 

V, W w, U FA JEJ R 

Va wl |W.UZ|' |, Va | 
y, w 

EV - 2 VW, 24W |" 
W, U 

ją W, > ką Wa, 44 Ui +2 Ue 
U, V 5 

h Urh Un h Vi Hte Val 
V, w 

VER Ta 4 W, HXW]! 
w, U 

ką W, A Wa, A'U -ERU 
U, V |- 

kąt U Hia Ua, By! Vi tr 24" Va 

Zważywszy zatem, że: 

V, W pe 
ję, Vi RAV, kę W; LIAN 
V, W V,W| . 
=}, lu, M +h [A W, itd, 


możemy wypowiedzieć 
F. Włodarski, Geom. anal. pł, cz. L 


od każdego z punktów Pı 

Pa, P}, Pa którego spółrzędne 

oznaczmy przez X,Y, Z. Proste, 

łączące punkt P z punktami 

P., P,, Pa, P,, oznaczmy odpo- 
| wiednio przez d,, d», dą dą Za 
spółrzędne prostych dy, dz, dz, 
d, możemy uważać odpo- 
wiednio trójki liczb [str. 92, 
(5 b)]: 


f 


|| 


NUŻ LZ, 80135 3% 
Vula Ly Al IX Hy |" 
A Z "EPT, BIZ 
| u Za "| Za, Xa : Xa Y, > 
% Z 
łą Ya -H Pa Va, ły Z, | ła Zal ' 
Z, X 
Ri Z; -7 ką Z Ži X; + ką Xa 4 
X, y i 
hi Xit he Aa M Yi F’ Yal’ 
y, Z 
łą” Vrh ha! Yordi Ży tła Ża| ” 
| Z X 
| yt Żyła! Zo, M Kika Xel! 
X y | 
ły X-H ly" Ka, M YH Ya | 
Zważywszy zatem, że 
| A Z 
MNF hZ FA] 
y, Z y, Z | 
=hly z, tey, z, jtd. 


twierdzenie następujące: 
16 
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Jeżeli 4 


proste d, d» dz,d,, posia- 
dające punkt (nieko- 
niecznie właściwy) P 
wspólny, są określone 
odpowiednio przez spół- 


| 


rzędne: U;,V,,W,; Us, Va Wa; | 


AGO 
łą W, F ba Wa; 44" U; + ka! Ua, 
łą Vi F ką! Vo, A Wi + ha" Wa, 
to za spółrzędne punk- 
tów P,,P,P,,Py w jakich 
odpowiednio proste 
d,,dą,dz,d, przecinają do- 


ky Vi F Ae Va, | 


punkty Pı, Pa PzP, leżące 
na jednej prostej (nieko- 
niecznie właściwej) d, sa 


| określone odpowiednio 


przez spółrzędne: X,V;,Z;; 
Xos Ya zę hit 2a Xos M VIRD 
Hho Yo, ką Za Pkg Zaj M'K T ką” Xos 


Aa Va kła Yas ły Z, TME Za 


| 


to za spółrzedne pro- 
stych di, dz, dz, da, łączą- 
cych odpowiednio 


punkty Pn Par Ps, P, 2 do- 


wolną prostą d (U,V, W), | 
| każdego z punktów P, 


różną od każdej z pro- 
stych d,,d,,d,,d,, możemy 
uważać odpowiednio 
trójki liczb; X, YZ 


| ei BREN 


Xos Va, Zo; My Xi HA Xo, JYyPłgYa, | 


A 1 hę Za; 
ky Yi tha Ya, hi‘ Zi PA Zo, gdzie 


WAG AU 
X Vi; W, ; SL W, U, : 
SAGE. V, W 
Z=| TA A Ae A TA 
W, U "ny 
w=) w, u, | Z=| uv, 


ky) X, > łą! Xa | 


wolnym punktem P 
(X, Y, Z), różnym od 


możemy uwa- 
żaćodpowiedniotrójki 
liczb: U, V, Wi; Uz, Va Wo; 
à U Ph, Uz», Ai Vi F ką Va, 24 Wi + 
+i Wo; h U, > M Ua, M' Vi + 
-Hhą' Va, ką! A i Wo, gdzie 


AA EAA, i 
U; = yZ „V,= Zii ' 
_14Y YZ 
„Ea X, Yı U=|y Z, |' 
LARZAN PS, 
aa A A a 


Weźmy teraz pod uwagę jakiekolwiek 4 punkty Pi, Pa 
P., P, leżące na jednej prostej (niekoniecznie właściwej) d. 
Zewnątrz prostej d weźmy dowolny punkt właściwy P 
i połączmy ten punkt prostemi z punktami P,, Po, Ps, P,. Proste 
PP,, PP., PP}, PP, oznaczmy odpowiednio przez d,, də, dz, d,. 


Załóżmy najpierw, że punkty P, i P są różne. 


Spół- 


rzędne tych punktów oznaczmy odpowiednio prze X, Yı, Z1 
oraz X», Yə, Zę. Spółrzędne punktów P, i P,, jako leżących 
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na prostej P,P, możemy wtedy przedstawić w postaci 

(str. 108 i 109): AXi 4:47, kY -Ł ha Ya l Zi hZ oraz ly X,-- 

> hę: X, My Yit hg Va, hy Zi Hi Za a zatem spółrzędne pro- 

stych di, dz, dz, dą możemy przedstawić w postaci (patrz podane 

wyżej twierdzenie z prawej strony): U Vi, Wi; Uz, Va, Wa; 

łą Ui p hę Uz, ky Vi F Ae Va, Ai Wi FA Wa; 44 Ui Aa U, M4 Vi-H 

H Aa Va, A W,+-4,'W., skąd wynika, że (str. 240): (dy,d.,d,,d,) = 
ką ky! WODĄ Do O 

= a R Ponieważ zaś liczby ly, hs, ły „kę zależą tylko od 
1 92 

punktów P,, P,, Ps, P,, natomiast od punktu P nie zależą one 


zupełnie, przeto również wartość dwustosunku prostych dy, . 


dą, dz, d,, t. zn. prostych P P,, P P, P P}, PP, zależy tylko od 
punktów P,,P,, P>}, P,, natomiast od punktu P nie zależy ona 
zupełnie. 


Gdyby w rozpatrywanym przypadku obydwa punkty 
P, i P, były punktami właściwymi, to moglibyśmy też mówić 
o dwustosunku (P4, Pa, Po, P,), i przytem mielibyśmy równość 


(str. 236 i 237): (P,, Pa, Po, PJ=d u a zatem byłoby wtedy: 
(d;, d», dz, d,) =" (P;, Po P}, P). 


Załóżmy teraz, że punkty P, i P, nakrywają się. W ta- 
kim razie nakrywają się również proste d, i d) Jeżeli przy- 
tem każdy z punktów P, i P, jest różny od nakrywających 
się z sobą punktów P, i P„ to również każda z prostych 
dz i d, jest różna od nakrywających się z sobą prostych d, 
dọ a zatem (d;,d.,dz,d,)=1; jeżeli zaś przynajmniej jeden 
z punktów P i P, nakrywa punkty P, i P>, to również 
przynajmniej jedna z prostych dz i dy nakrywa proste d, i dh, 
a zatem dwustosunek (d,,d;,d.,d,) jest nieoznaczony. Jak 
więc widzimy, także i w tym przypadku wartość dwusto- 
sunku (d;,d,dz,d,) zależy jedynie od punktów P,, Po, Pa, P,, 
od punktu zaś P nie zależy ona zupełnie. 

Przyczem, gdyby w omawianym przed chwilą przypadku 
nakrywające się z sobą punkty P, i P, były punktami wła- 
ściwymi, to moglibyśmy mówić również o dwustosunku 
(P,, Pa, P;, P,) i, jak to łatwo możemy spostrzec, mielibyśmy 
równość: (dy, dz, dz, d,) = (P,, P,, Ps, Pa). 

16% 
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Rozumiejąc więc przez „rzutowanie punktu z ja- 
kieśgoś innego punktu” łączenie tych dwu punktów 
linją prostą, możemy wypowiedzieć twierdzenie następujące: 

Rzutując 4 punkty P, Pa Pọ, Pa leżące na 
jednej prostej z dowolnego punktu właści- 
wego P, leżącego zewnątrz tej prostej, otrzy- 
mujemy 4 proste d,dsd;z,d, których dwustosu- 
nek od punktu P zupełnie nie zależy. 

To twierdzenie pozwala nam wprowadzić definicję na- 
stępującą: 

Jeżeli są dane 4 punkty Pı Paą Poa, Pa leżące 
na jednej prostej (niekoniecznie właściwej) d, 
przyczem przynajmniej jeden z punktów P, i P. 
jest punktem niewłaściwym, to dwustosunkiem 
(albo stosunkiem podziału podwójnego) pun- 
któw P,P.,„P,P, który oznaczamy symbolem 
(Pi, Pa, Pop, P), nazywamy dwustosunek 4-ech pro- 
stych, jakie otrzymamy, rzutując punkty Pı, Pa, 
P, P, z dowolnego punktu właściwego, leżącego 
zewnątrz prostej d. |[Przyczem dwustosunek (P,, P», 
P,,P,;) nazywamy harmonicznym, jeżeli jest on równy — 1, 
w przeciwnym zaś razie nazywamy ten dwustosunek anhar- 
monicznym]. 

Ta definicja dwustosunku 4-ech punktów, oraz definicja, 
podana w § 52, razem wzięte, określają dwustosunek jakich- 
kolwiek 4-ech punktów, leżących na jednej prostej. 

Do prostych dı, də, d,, d,, rzutujących punkty P, Pa, P;, 
P, leżące na jednej prostej, z dowolnego punktu właściwego, 
leżącego zewnątrz tej prostej, stosują się równości (2), (3), 
oraz, w razie harmoniczności, (4), podane w § 53, a po- 
nieważ na mocy rozważań ostatnich mamy: (d, dy, dy, d,) = 
= (P,,P,,P;,P.), (d,, dy, dy, d,) =(P, P,, P; P;), (d;, dy, dh, d,) = 
=(P}, Pa Pa Po), (di, dz, da, d) =(P, P;, Pos Pi), (di, dz, dy, d;)= 
=(P, Pa Pa P3), (do, di, dz, d,)=(P., P,, Po, P,), przeto możemy 
powiedzieć, że równości (6) i (8) z § 52 (str. 231 i 233) za- 
chodzą zawsze, oraz równości (9) z $ 52 (str. 233) zachodzą 
zawsze wtedy, gdy dwustosunek (P,, Pa, Pa, P,) jest harmo- 
niczny. 
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Tak samo z łatwością możemy spostrzec, że zawsze są 
prawdziwe twierdzenia następujące: 

Jeżeli równaniami 4-ech punktów P,,P,,P.,,P,, 
leżących na jednej prostej, są odpowiednio 
równania 


M, (U, V,W)= A,U48,V+C,W=Q, 
M. (U,V, W) = A, U-+B: V+C; W=0, 
hi M; (U, V, W) —- 14. M: (U, V, W)= 0, 
44". M, (U, V, W) + ha'. Ma (U, V, W) =0, 


tow takim razie zachodzi równość: (P, Pa, Pę P) = 
LX" 
wk 


Jeżeli spóirzędnemi 4-ech punktów P, P, Pa 
P, leżących na jednej prostej, są odpowiednio 
trójki liczb: X, Yi, Zi; X, Va, Z2; M X, -F h X, M Yi + ba Yos 
hi Zi Fio Za, MXi Hi Xa M Vy łą Ya h Żyła Za to 
w takim razie zachodzi równość: (P, Pa, Px P) = 
LS 
kaz 
Gdyby więc np. punkty P,,P.,P.,P, leżące na jednej 
prostej, w przypadku szczególnym, gdy żaden z punktów 
P, i P, nie nakrywa punktu P», były przedstawione odpo- 
wiednio przez równania: 


M; (U,V,W)- 4,U-+-B,V-+-C, W =0, 
M; (U,V,W )= A;U + BF C, W =0, 
M, (U, V, W) +2. M: (U, V, W)=0, 
M, (U, V, W) + +'.M.(U, VF, W)=0, 


to mielibyśmy wtedy: (Pı, P., P,, P,) = k . 


Weźmy teraz pod uwagę jakiekolwiek 4 proste dı d» 
d; dą przechodzące przez jeden punkt (niekoniecznie wła- 
ściwy) P. Przetnijmy te proste dowolną prostą d, nie prze- 
chodzącą przez punkt P. Punkty przecięcia się prostych d,, 
d», d}, d, z prostą d oznaczmy odpowiednio przez P,, P., Pa, P,. 

Załóżmy najpierw, że proste d, i d, różne. Spółrzędne 
tych prostych oznaczmy odpowiednio przez U,,V;,W, oraz 
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U,,V.,W,. Spółrzędne prostych d, i dą jako przechodzących 
przez punkt, wspólny prostym d, i dz, możemy wtedy przed- 
stawić w postaci (str. 108i 109): 4, U, +A Us, 24 Vi b, Va, 
ŻW, --1,W, oraz PATRIL M4 V--AV,, KW, 24" W, 
a zatem spółrzędne punktów P,, P, P.,P, możemy przed- 
stawić w postaci (patrz twierdzenie, podane na str. 242 
z lewej strony): Xp, Z1; Xo Yo, Zo; łą Xi F’ X, MV; + MVA, 
ha Zyta, Za; łą! Xi the Xa M YVypha: Va, hi Zithe Zos skąd wy- 
nika, że (patrz twierdzenie podane na str. 245): (P,, Pa, Pz, P) = 
=; E Ponieważ zaś liczby %, 2, h,', ha', zależą tylko od 
prostych dı, də, dz, dą natomiast od prostej d nie zależą one 
zupełnie, przeto również wartość dwustosunku punktów P,, 
P,, P., P, zależy tylko od prostych d,, də, dz, d,, natomiast 
od prostej d nie zależy ona zupełnie. 

Gdyby w rożpatrywanym przypadku punkt P był 
punktem właściwym, to moglibyśmy też mówić o dwusto- 
sunku (d;,d., dz, d,), i przytem mielibyśmy równość ($ 53): 
(d"d; dzy d) = k a ı a zatem byłoby wtedy: (P,, Po, P;, P,) = 
a (di, dy, dz, dy). 

Załóżmy teraz, że proste d, i də nakrywają się. W takim 
razie nakrywają się też punkty P, iP». Jeżeli przytem każda 
z prostych d, i d, jest różna od nakrywających się z sobą 
prostych d, i dz, to również każdy z punktów P, i P, jest 
różny od nakrywających się z sobą punktów P, i P., a zatem 
(P, P,, P P) = 1; jeżeli zaś przynajmniej jedna z prostych 
dz id, nakrywa proste d, i d,,sto również przynajmniej jeden 
z punktów P, i P, nakrywa punkty P, i P,, a zatem dwu- 
stosunek (P,, Po, Po, P,) jest nieoznaczony. Jak więc widzimy, 
także i w tym przypadku wartość dwustosunku (P,, Pos Ps, P,) 
zależy jedynie od prostych di, d», dz, d,, od prostej zaś d nie 
zależy ona zupełnie. 

Przyczem, gdyby w omawianym przed chwilą przypadku 
proste d,,d,,dz,d, posiadały punkt właściwy wspólny, to 
moglibyśmy mówić również o dwustosunku (d, də, dz, d4) 
i jak to łatwo możemy spostrzec, mielibyśmy równość: 


(P,, P4, P;, P,) = (d; dz, dz, d,). 
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Możemy teraz wypowiedzieć twierdzenie następujące : 

Przecinając4 proste d;,, dx} dł} dą przechodzące 
przez jeden punkt, dowolną prostą d, nie prze- 
chodzącą przez ten punkt, otrzymujemy 4 punkty 
P, Po, Pa Pa których dwustosunek od prostej d 
zupełnie nie zależy. 

To twierdzenie pozwala nam wprowadzić definicje naste- 
pującą : 

Jeżeli 4 proste d,d.„d.,d, przechodzą przez 
jeden punkt niewłaściwy P,to dwustosunkiem 
(albostosunkiem podziału podwójnego) prostych 
dı da dg dy który oznaczamy symbolem (d;, dz dz, dy), 
nazywamy dwustosunek 4-ech punktów, jakie 
otrzymamy, przecinając proste d, dą dąd, do- 
wolną prostą, nie przechodzącą przez punkt P. 
[Przyczem dwustosunek (d,, də, dz, dı) nazywamy harmonicz- 
nym, jeżeli jest on równy — 1, w przeciwnym zaś razie na- 
zywamy ten dwustosunek anharmonicznym|. 

Ta definicja dwustosunku 4-ech prostych, oraz definicja, 
podana w § 53, razem wzięte, określają dwustosunek jakich- 
kolwiek 4-ech prostych, przechodzących przez jeden punkt. 

Z łatwością możemy spostrzec, że równości (2) i (3) 
z § 53 (str. 237 i 238) zachodzą zawsze, oraz równości (4) z $ 53 
(str. 238) zachodzą zawsze wtedy, gdy dwustosunek (d,,d,,dz,d,) 
jest harmoniczny. 

Również z łatwością możemy spostrzec, że zawsze są 
prawdziwe twierdzenia następujące : 

Jeżeli równaniami 4-ech prostych d, də dz, d4 
przechodzących przez jeden punkt, są odpo- 
wiednio równania: 


L (X, Y, Z)= A, X +B,Y- 

A ATTUR JU, 

rze WJ: L (X, Y, Z 

„b (X, Y, Z) |- ha“. La (X, y, Z 

tow takim razie zachodzi równość: [d,, də, dz, d4) = 
hah’ 
"RE 


t- 
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Jeżeli spółrzędnemi 4-ech prostych d;,,d.,dz,dy, 
przechodzących przez jeden punkt, są odpo - 
wiednio trójki liczb: Ui, Vi, Wi; Us, Va, Wa; 4, U, FA, U; 
hy Wy hg Va, M Wy + ha Wa; Mt U, FA Ua, h W, > ha! Va 
u Witi W, to w takim razie zachodzi równość: 

M, ky 
(d,, da, dz, d,) = łą I = 

Gdyby np. proste dı, də», dy, d,, przechodzące przez jeden 
punkt, w przypadku szczególnym, gdy żadna z prostych d; 
i d; nie nakrywa prostej d» były przedstawione odpowiednio 
przez równania: 


LX, Y, Z) +2. L.(X,Y, Z) =0, 
L, (X, ESY L.(X, Y, Z) = 


to mielibyśmy wtedy: (d;, dz, ds, d,) = a > : 
Niechaj 4 punkty P,, Po, Pos P,, leżące na jednej prostej, 
będą przedstawione odpowiednio przez równania : 
M;' (U, V, W)» ky. M, (U, V, w) + b, 3. Mi (U, V, w) = 0, 
M; (U, V, W) = 2, . M, (U, V, W) -F fr. Ma (U, V. W) = 0, 
W | M (U, V, W) = l, . M; (U, V, W) -+ ss Ma (U, V, W) = 0, 
M; (U, V, w) Mn . M, (U, V, W) +- LE „M. (U, V, w) =0. 
Przypuśćmy najpierw, że punkty P, iP. są różne, a zatem 
równość 
12) koka szycia 
nie jest spełniona (str. 106). W takim razie (str. 106) punkty 
JP, i P, możemy przedstawić odpowiednio przez równania: 
(3) | łą - M; (U, V, W) -" ha ę M; (U, V, w) c= 
| FAZ i., My (U,V, W) it. MZ (U, V, W)=0, 
czyli [równ. (1)]: 
(Zi ku F 4444) . M, (U, V, W) -H Chr łu: + 4424.) . M. (U, V, W) =0 


oraz 
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04 łą t ką” ku) „M, (U, V, W) (24 hat bg! hę) „M.(U,V,W)=0, 
a zatem (str. 106) 


oa siia S 6 1167 w 4% 2%, 
Ar byy -H Aa An Ai hat Aa hae Aa Air tAr Aar _ My Arethe Aaa 
u = a e OTAZ ; j i 


ky, 12 m 42 


skąd wynika: 


(4) ką Aia > hę ką =O hors Pa kaz ch łą has = O Aari 
z kar: k E N ÓW 
(5) ką! Anr t Ar lp FO Aar a ha t Ar Ars FO kz, 


gdzie o i © są to 2 liczby skończone różne od 0. 
Z równości (4) otrzymujemy: 


Azis Agt Mii 


+, 


Sis s1 
Arar Ase ! bągy Az: 
(6) h =— o z; m am E aa E 
hii ką: kąy, 421 
Aiar bas byc, Mae 
z równości zaś (5) otrzymujemy: 
Azt Mat fir 441 
Aaa, À ER | 
tt 42 1er 442 
(7) == Ps EQ e a 
fit kat fane Aan 
hra Aaa Pis Aao 


[mianownik we wzorach (6) i (7) jest różny od 0, albowiem, 
według założenia, równość (2) nie jest spełnionaj. 


Lecz (Pr, Pa Pa, P,)=;*4',, a zatem [wz (6) i (7): 


Arie hi hais Aai 

Aias kąą s ką LĄ 
(8) (Pi, Pas Pa P) = z = ą 

Anha) | Aan, bai 


has ba kan ts 


Wzór (8) wyprowadziliśmy w założeniu, że punkty P, i P> 
są różne. Gdyby zaś punkty P, i P, nakrywały się, to 
wzór (8) też byłby prawdziwy. 

W razie bowiem, gdyby punkty P, i P, nakrywały się, lecz 
żaden z punktów Pi P, nie nakrywałby punktów P, i P,» to 
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wtedy równość (2) byłaby spełniona, lecz żaden z wyznaczników, 
występujących we wzorze (8), nie byłby równy 0; z równości 
(2) wynikałoby, że )y-=o4.;, oraz ły, 504», gdzie © jest 
liczbą skończoną, różną od 0, a zatem strona prawa 
równości (8) byłaby równa 1; a ponieważ strona lewa tej 
równości też byłaby równa 1, przeto równość (8) byłaby 
spełniona. 

W razie zaś, gdyby nietylko punkty P, i P, nakrywały 
się, lecz gdyby również (przynajmniej) jeden z punktów P, 
i Pa, np. punkt P;, nakrywał punkty P, iP, to dwustosunek (P,, 
P,, P}, P,) byłby nieoznaczony, równość (8) moglibyśmy więc 
uważać za spełnioną; przyczem gdyby w tym ostatnim przy- 
padku punkty M, (U, V, W)=0 i M, (U, V,W)=0 nie nakrywały 
się, to moglibyśmy powiedzieć, że nietylko strona lewa rów- 
ności (8) jest nieoznaczona, lecz także strona prawa tej równości, 
albowiem każdy z wyznaczników i ta oraz ai byłby 
wtedy równy 0. 

Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie następujące: 

Jeżeli równaniami 4-ech punktów Pu Po, Pa P, 
leżących na jednej prostej, są odpowiednio 
równania: 


h1 Mi (U, V, W) + hra. MZ (U, V, W)=0, 
ky Mı (U, V, W) -+ in . Ma (U, V, W) = 0, 
kar Mi (U, V, W) -F ha . Ma (U, V, W) = 0, 
hs : M, (U, V, w) l duą . M, (U, V, w) == 0, 


to w takim razie zachodzi równość: 


Arts Aar ć LL 
Mtg ^as faz Ms 
(P,, P,, Pa P) = —- 
Mta |, STEET 
SRE A EAI 

Stąd wynika twierdzenie: 

Jeżeli spółrzędnemi 4-ech punktów PPa PaPa 
leżących na jednej prostej, są odpowiednio 
tróiki liczb: hia Xi Fhia Az, ky Y, + ba Yar hri Z; -Fhe Z; 
har Kı zg dy, n Vy Hia Va, hn Zi trza Zai tn Xi kz X, 
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la Y, T kę: Ys IRA t- hya Za; bu X, FT Aia Xo, ku Y, >" LPT Ya, 
he Z, +i Zn tow takim razie zachodzi równość: 


Pins Agi ` hsi bat 
E [raf i 
(P,, Pa Pu P) = . . 
fanr hal, | Kai 81 
dą, bys haas kas 


W sposób analogiczny moglibyśmy wykazać, że są praw- 
dziwe także twierdzenia następujące: 

Jeżeli równaniami 4-ech prostych dı, də, dy dy, 
przechodzących przez jeden punkt, są odpo- 
wiednio równania: 


bu . L; (X, Y, Z) 1 his . L (X, ys Z) =Q, 
hay . L, (X, Y: Z) > | SM " bi (X, Y, Z) =! 
ta Ly (X, Y, Z) "TP hya . L: (X, y, Z)=0, 


WIĘ L, (X, % Z) t his L (X, ¥, Z) = (0, 


to w takim razie zachodzi równość: 


firsti | Kas Hat 
14a, 1 p szc | 
12: 782 229 743 
(d, r da, dz, d,) r 13 E 
byy, Aar | Miu 
hise has kąg, Maa 


Jeżeli spółrzędnemi 4-ech prostych dı, dz, ds, d4, 
przechodzących przez jeden punkt, są odpo- 
wiednio trójki liczb: hii U; +- Aig Ua, ky V, F hie Va 
hn W, F lys Wi; in Urt ire Ua, bay Vi F Paa Vos hy Wi F Aas Wa; 
tas Ui thas Uer by Vi Fia Va, tn Wi the Wa; Aa U, ks Uz, 
ha V, E Aa Va, Aa W, A Wa to w takim razie zachodzi 
równość: 


tirs har], | 2n Ai 
kas bąz | bazę Aie 


(di, dz, da, d) = - WED 
hy ku c | KL Kal 
Mg, ^ga frre Aae 
Rozważania § niniejszego upoważniają nas również do 
wypowiedzenia twierdzenia nastepującego, które nazywamy 
twierdzeniem Pappusa: 
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Dwustosunek 4-ech punktów, wzślędnie 4-ech 
prostych, pozostaje bez zmiany przy wszelkich 
rzutach, względnie przecięciach. (To twierdzenie 
należy pojmować w ten sposób: rzutując 4 punkty P, PPPs 
leżące na jednej prostej, z dowolnego punktu, leżącego 
zewnątrz tej prostej, otrzymujemy 4 proste, których dwu- 
stosunek jest równy dwustosunkowi punktów P,, P., Pa Pa; 
względnie, przecinając 4 proste d,d: d} dą przechodzące 
przez jeden punkt, dowolną prostą, nie przechodzącą przez 
ten punkt, otrzymujemy 4 punkty, których dwustosunek jest 
równy dwustosunkowi prostych dy, dz, dz, d,). 

Niechaj będą dane 4 proste a,b,c,d, przechodzące przez 
jeden punkt właściwy W i spełniające warunek (a,b,c,d) = 
= — 1, przyczem niechaj pro- 
ste c id będą wzajemnie pro- 
stopadłe (rys. 42). Weźmy na 
prostej c dowolny punkt C, 
różny od punktu W, i popro- 
wadźmy przez ten punkt pro- 
stą r, równoległą do prostej 
d. Punkty przecięcia się pro- 
stej r z prostemi a,b,d oznacz- 
my odpowiednio przez A, B, 
D. Punkt D jest, oczywiście, 

Rys. 42. punktem niewłaściwym. Na 

mocy twierdzenia Pappus'a 

mamy (a, b, c, d}= (A, B, C, D), a ponieważ, według zało- 
żenia, (a, b, c, dj =—1, przeto (A, B, C,D)=—1. Lecz 
punkt D jest punktem niewłaściwym, a zatem (str. 233) punkt C 
jest środkiem odcinka AB, t.zn. CA=CB. Stąd zaś wynika, 
że trójkąty (prostokątne) ACW i BCW są równe,a zatem X% CWA= 
= + CWB, t. zn. prosta c jest dwusieczną jednej pary kątów 
wierzchołkiem przeciwległych, jakie tworzą z sobą proste a i b. 
Prosta d, jako prostopadła do prostej c, jest więc dwusieczną 
drugiej pary kątów wierzchołkiem przeciwległych, utworzonych 
przez proste a ib. Otrzymaliśmy więc twierdzenie następujące: 

Jeżeli 2 proste c i d, które są przężone 
zsobą harmonicznie względem dwuinnych pro- 
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stych aib, przecinających się w punkcie wła- 
Ściwym, są wzślędem siebie prostopadłe, to są 
one dwusiecznemi kątów, utworzonych przez 


proste aib. 


$ 55. Czworokąt płaski zupełny, względnie czworobok 


płaski zupełny. 


Na płaszczyźnie 4 


punkty, z których żadne 3 nie 
leżą na jednej prostej, okreś- 
lają czworokąt płaski 
zupełny: figurę, utworzoną 
z tych 4-ech punktów (wie r z- 
chołków) oraz z 6-iu pro- 
stych (boków), z których 
każda zawiera dwa z pośród 
4-ech punktów danych. 


Jeżeli więc np. 4 punkty 
dane, które przyjmujemy za. 


Rys. 43a. 


wierzchołki czworokąta płas- 
kiego zupełnego, oznaczymy 
przez A,B,C,D (rys. 43a), to 


proste, z których żadne 3 nie 
przechodzą przez jeden punkt, 
określają czworobok płas- 
ki zupełny: figurę, utwo- 
rzoną z tych 4-ech prostych 
(b o k ó w) oraz z 6-iu punktów 
(wierzchołków), z których 
każdy jest punktem przecięcia 
się dwu z pośród 4-ech pro- 
stych danych. 

Jeżeli więc np. 4 proste 
dane, które przyjmujemy za 
boki czworoboku płaskiego 
zupełnego, oznaczymy przez 
a,b,c,d (rys. 43b), to wierz- 


Rys. 43b. 


chołkami tego czworoboku 
będą punkty ab, ac, ad, bc, 
bd, cd. 
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bokami tego czworokąta będą 
proste AB, AC, AD, BC, 
BD, CD. 

Przez każdy wierzchołek 
przechodzą 3 boki czworokąta; 
każdy bok ma swój prze- 
ciwległy, którym jest bok, 
zawierający 2 wierzchołki, nie 
należące do boku pierwszego. 


Istnieją zatem 3 pary bo- | 
| określające 3 proste (każdą, 


ków przeciwległych, 


określające 3 punkty (każdy, | 


jako przecięcie dwu boków 
jednej pary); te 3 punkty na- 
zywają się punktamiprze- 
kątnymi danego czworokąta 


zupełnego; są one wierzchoł- | 


kami trójkąta, którego każdy 
bok nazywamy prostą prze- 
kątną, albo wprost prze- 
kątną czworokąta. 

Jeżeli więc wierzchołki 
czworokąta płaskiego zupeł- 
nego są oznaczone przez Á, 
B, C, D, to 3-ema parami 
boków przeciwległych są pary : 
AB i CD, AC i BD, AD i BC. 
Punktami  przekątnymi są 
wtedy (rys. 43a): punkt R, 


będący punktem przecięcia | 


się boków AB i CD; punkt 
S, będący punktem przecięcia 
się boków AC i BD; oraz punkt 
T, będący punktem przecięcia 
się boków AD i BC. Prze- 
kątnemi są proste: RS, ST, TR. 


Na każdym boku leża 
3 wierzchołki czworoboku; 
każdy wierzchołek ma swój 
przeciwległy, którym jest 
wierzchołek, będący punktem 
przecięcia się dwu boków, 
nie przechodzących przez 
wierzchołek pierwszy. Istnieją 
zatem 3 pary wierzchoł- 
ków przeciwległych, 


jako prostą połączenia dwu 
wierzchołków jednej pary); te 
3 proste nazywają się pro- 
stemi przekątnemi, albo 
wprost przekątnemi da- 
nego czworoboku zupełnego; 
są one bokami trójboku, któ- 
rego każdy wierzchołek na- 
zywamy punktem prze- 
kątnym czworoboku. 

Jeżeli więc boki czworo- 
boku płaskiego zupełnego są 
oznaczone przez a,b,c,d, to 
3-ema parami wierzchołków 
przeciwległych są pary: ab 
i cd, ac i bd, ad i bc. Prze- 
kątnemi są wtedy (rys. 43b): 
prosta r, łącząca punkty ab 
i cd; prosta s, łącząca punkty 
ac ibd; oraz prosta t, łącząca 
punkty ad i bc.  Punktami 
przekątnymi sa punkty: rs, 
Gl, Lie 


Dowiedziemy teraz, że: 
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Każde 2 boki przeciw- 
ległe czworokąta płas- 


Każde 2 wierzchołki 
przeciwległe czworoboku 


kiego zupełnego są płaskiego zupełnego 
sprzężone z sobą har- są sprzężone z sobą 
monicznie względem harmonicznie  wzglę- 
dwu przekątnych, prze- dem dwu punktów 
chodzących przez ich przekątnych, należą- 
punkt przecięcia się. cych do ich prostej 


połączenia. 
W tym celu weźmy jakikolwiek układ spółrzędnych 
jednorodnych Hesse go.  Wprowadziwszy takie oznaczenia, 
jakich użyliśmy na rysunku 


43a, przyjmijmy, że równa- 
niami wierzchołków 4, B, C, D 
rozpatrywanego  czworokąta 
płaskiego zupełnego są odpo- 
wiednio równania: + 


M,(U,V,W)=0, M.(U,V,W)=0, 
MAU, V,W)=0, M,(U,V,W)=0. 


43 b, przyjmijmy, że równania- 
mi boków a, b, c, d rozpatry- 
waneśó czworoboku płaskiego 
zupełnego są odpowiednio 
równania: 


Lı (X,Y,Z)=0, L;(4,Y,Z) 0, 
La (X,Y,Z) =0, Li (X,Y,Z) =0. 


Jak wiemy (str. 120, Uwaga), zawsze istnieje tożsamość: 


(1a) k; . M, (U, V, W)-+ 
ł k. . Ma (U, V, w) t 
t ka . M; (U, V, w) t 
Hki m M, (U, V, w) 0, 


gdzie 


(1b) k,.L,(X,Y, Z) + 

H ks. L;(X, Y, Z) +- 

F ka. La lX, Y, Z) + 

F ki Li(X, Y, Z) = 0, 


k,, ko, kg, ki są liczbami rzeczywistemi skończonemi, 


z których przynajmniej jedna jest różna od 0. Z tej tożsa- 
mości wynikają tożsamości nastepujące : 


(2a) k.M, (U, V, W) + 
-+ ką . M; (U, V, W) = 
=— |k, . Mz (U, V, W) + 
-+k . M, (U, V, WJ], 


ki. M, (U, V, W) + 

F ks. Ma (U, V, w) z 

: — [ks . M. (U, V,W ) + 
+ k,- M; (U, V, W)], 


(3a) 


(2b) k,.L, (X, Y, Z) + 

— F k. L IX, YZ) 
:— [ks < La (X, Y, Z) + 

t-k,. La (X, y, Z). 


(3b) k. Li (X, Y, Z) + 
+ ky . Ly (X, y, Z) = 
= — [ke . L. (X, Y, Z) + 
H kę. Li (X, Y, Z), 
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-(4a) kı. Mı [U, V, W) -+ 
r k; a M, (U, V, W) 
PE [k; 9 M, (U, V, w) + 


= ka , M; (U, V, W)]. 


Strona lewa tożsamości 
(2a) zawsze jest równa stronie 
prawej tej tożsamości. Takie 
zatem wartości na U, V, W, któ- 
re czynią równą 0 stronę lewą 
tożsamości (2a), czynią także 
równa 0 stronę prawą tej toż- 
samości, i odwrotnie. Stąd 
więc wynika, że równości: 


ki . M, (U, V, W) -+ 
- k; . M: (U, V, W)=0, 
ks . M; (U, V, w) F 
Hki- M, (U, V, W) =0 


(5a) 


albo obiedwie jednocześnie 
są tożsamościami, albo też 
obiedwie jednocześnie są 
równaniami, przedstawiające- 
mi jeden i ten sam punkt. 
Lecz skądinąd znów możemy 
wywnioskować, że nie jest 
możliwe, aby równości (5a) 
były obiedwie jednocześnie 
tożsamościami. 


z liczb kı, kə, kz, ką jest różna 
od 0, jeżeli więc np. różną 
od 0 jest liczba k, to rów- 


ność %k;.M, (U, V, W) + 


l- ka, M, (U,V,W)=0 mogłaby | 


być tożsamością tylko w tym 
przypadku, gdyby ($ 25) rów- 
nania M,(U, V, W)=0 i 


Wiemy mia- | 
nowicie, że przynajmniej jedna | 


(4b) k. Li (X, Y, Z) + 
F k,. Li (X, Y, Z)= 
— [k . La (X, Y, Z) + 
iy ks 3 La (X, Y Z). 


Strona lewa tożsamości 
(2b) zawsze jest równa stronie 
prawej tej tożsamości Takie 
zatem wartości na X, Y, Z, któ- 
re czynią równą 0 stronę lewą 


| tożsamości (2b), czynią także 


równą 0 stronę prawą tej toż- 
samości, i odwrotnie. Stąd 
więc wynika, że równości: 


| ki . Li (X,Y, Z) +- 

| rka. lą(X,Y, Z)=0, 
(5b) kz . La (X, Y, Z) ł 

| F k,.Li(X,Y, Z)=0 


albo obiedwie jednocześnie są 
tożsamościami, ałbo też obie- 
dwie jednocześnie są równa- 
niami, przedstawiającemi jed- 
ną i tę samą prostą. Lecz 
skądinąd znów możemy wy- 
wnioskować, że nie jest możli- 
we, aby równości (5b) były 
obiedwie jednocześnie tożsa- 
mościami. Wiemy mianowicie, 
że przynajmniej jedna z liczb 
ki, ks, ką ką jest różna od 0, 
jeżeli więc np. różną od 0 
jest liczba ką to równość 
kA ZEK, LEY, Ż06 
mogłaby być tożsamością 
tylko w tym przypadku, 
gdyby (§ 25) równania 
LX Y ZJ=0; (A,Y:Z)=0 
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M, (U, V, W) =0 przedstawia- 
ły jeden i ten sam punkt, 
innemi słowy gdyby punkty 
A i B nakrywały się, to zaś 
nie jest możliwe, albowiem, 
według założenia, żadne 3 
z pośród punktów 4, B, C,D 
nie leżą na jednej 
A zatem równości (5a) obie- 
dwie jednocześnie są równa- 
niami, przedstawiającemi jeden 
i ten sam punkt. Lecz, sądząc z 
formyrównaniak,.M,(U,V,W)r 
+ ką . M,(U,V,W) = 0, możemy 
powiedzieć, że punkt, jaki 
to równanie przedstawia, na- 
leży do prostej, łączącej punkty 
M;(U,V,W)=0 i M,(U,V,W)=0 
(§ 25), t. zn. do prostej AB, 
sądząc zaś z formy rów- 
nania k. M; (U, V, W) + 
-- ką. M,(U, V, W) =0, może- 
my powiedzieć, że punkt, jaki 
to równanie przedstawia, na- 
leży do prostej CD, a ponie- 
waż każde z tych dwu rów- 
nań przedstawia jeden i ten 
sam punkt, przeto każde z tych 
dwu równań przedstawia punkt 
przecięcia się prostych AB 
i CD, t. zn. punkt R. 

Gdybyśmy teraz wyszli 
z tożsamości (3a), względnie 
(4a), to, rozumując w sposób 
analogiczny, przekonalibyśmy 
się, że każda z równości 


F. Włodarski, Geom. anal. pł., cz. I. 


prostej. | 


przedstawiały jedną i tę samą 
prostą, innemi słowy gdyby 
proste aib nakrywały się, to 
zaś nie jest możliwe, albo- 
wiem, według założenia, żadne 
3 z pośród prostych a,b, c, d 
nie przechodzą przez jeden 
punkt. A zatem równości (5b) 
obiedwie jednocześnie są 
równaniami, przedstawiające- 
mi jedną i tę samą prostą. 
Lecz, sądząc z formy równania 


| ki La (X,Y, Z)+ ka LalX,Y,Z)=0, 


możemy powiedzieć, że prosta, 
jaką to równanie przedstawia, 
przechodzi przez punkt prze- 
cięcia się prostych L, (X,Y, Z)=0 
t zn. przez punkt ab, są- 
dząc zaś z formy równania 
kz. La (X,Y, Z) tk. L, (X,Y,Z)=0, 
możemy powiedzieć, że prosta, 
jaką to równanie przedstawia, 
przechodzi przez punkt cd, a 
ponieważ każde z tych dwu 
równań przedstawia jedną i tę 
samą prostą, przeto każde 
ztych dwu równań przedsta- 
wia prostą, łączącą punkty ab 
i cd, t. zn. prostą r. 

Gdybyśmy teraz wyszli 
z tożsamości (3b), względnie 
(4b), to, rozumując w sposób 
analogiczny, przekonalibyśmy 
się, że każda z równości 
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k; . M, (U, V,W) -- 
ER Mt V, Ww) =0, 
(6a) | k, M. (U, V, W) + 
| - k,.M,(U,V,W)=0 


jest równaniem, przedstawia- 
jącem punkt S, względnie 
każda z równości 


kı. M, (U, V, W) -+ 


+ ki. M, (U, V,W) =0, ` 


(Ta) |k.. M, (U, V, W) 


F ka. Ma (U, V, w)=0 


jest równaniem, przedstawia- 
jącem punkt T. 


+k,. € (X, A Z) = 0, 
kı. La (X, Y, Z) + 
Hki LX Y Z) =0 


[S -Li (X, Y, Z) -+ 
(6b) 


jest równaniem, przedstawia- 
jącem prostą s, względnie 
każda z równości 


kı. Lı (X,Y,Z) r 
| t ki .L, (X, yY; Z) -z 0, 

ks . La (8, Y, Z) -+ 
Lk. LAX, Y, Z)=0 


jest równaniem, przedstawia- 
jącem prostą t. 


(7b) 


A zatem równanie 


(8a)  M(U,V,W) 
kı „M, (U, V, W) r 


Hk. M; (U, V,w)=0 


przedstawia punkt S, oraz 


równanie 
(9a) M'(U,V,W) 
k.M; (U, V, W) T 
-+- ką . M; (U, V,W)=0 


przedstawia punkt T. 


(8b)  L(X,Y,Z)- 
— kı. Lı (X, y, Z) t 


+k. L (X, Y, Z)=0 
przedstawia prostą s, 
równanie 
(9b) L'(X,Y,Z) 
ka è Lr (X, Y, Z) f 
|- ka. La (X, Y, Z) =0 


przedstawia prostą t. 


oraz 


Stąd zaś wynika, że równanie 


(10a) M(U,V, W) — 
—M'(UV,W)=0 
przedstawia pewien punkt, 
należący do prostej ST ($ 25). 
Lecz z drugiej strony, ponie- 


waż równanie (10a) możemy | 


napisać w postaci [patrz równ. 

(8a) i (9a)]: 

(ila) k,. M, (U,V, W) — 
—ks.M.(U, V,W)=0, 


L (X, Y, Z) — 
— L' (X, Y, Z) =0 


przedstawia pewną prostą, 
przechodzącą przez punkt sź 
($ 25). Lecz z drugiej strony, 
ponieważ równanie (10b) mo- 
żemy napisać w postaci [patrz 


równ. (8b) i (9bJ]: 


(11b) ki. L (X,Y, Z) — 
— kę. L: (X, Y, Z) =0, 


(10b) 
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przeto przedstawia ono 
pewien punkt, należący do 
prostej AB, A zatem rów- 

nanie (10a), czyli (11a), 
przedstawia punkt przecięcia 
się prostych AB i ST, który 
oznaczmy np. przez M (rys. 
43 a). 


przeto przedstawia ono pewną 
prostą, przechodzącą przez 
punkt ab, A zatem równanie 
(10b), czyli (11b), przedstawia 
prostą, łączącą punkty ab i st, 
którą oznaczmy np. przez m 
(rys. 43b). 


Mamy więc, iż równaniami 4-ech 


punktów 4, B, R, M, leżących 
na jednej prostej, są odpo- 
wiednio równania: 


M, (U, V, W)=0, 

M. (U, V, W)=0, 
kı: M, (U, V, W) + 

+ k; - Ma (U, V, W)=0, 
k,- M, (U, V, W)— 

— kı- M; (U, V, w)=0, 


skąd wynika, że (str. 245): 


(A,B, R, M =gŻ: 


(12 a) 


czyli 
(13a) (A,B, R, M)=— 1. 


Rzutując teraz punkty A, 
B,R,M z punktu S, względ- 
nie T, otrzymujemy (na mocy 
twierdzenia Pappus'a): (54,SB, 
SR, ST) =(A,B,R, M), wzślęd- 
nie (TA, TB, TR, TS) = (A,B, 


R, M), a zatem [równ.(13a)]: 


(14a) (SA, SB, SR, ST) = — 1, 
(15a) (TA, TB, TR, TS) = — 1. 


Przecinając proste SĄ, SB, 
SR, ST prostą BC, otrzymuje- 


prostych a, b, r, m, przechodzą- 
cych przez jeden punkt, są 
odpowiednio równania: 


L, (X,Y,Z) = 0, 
La (X,Y,Z)=0, 
kı : Li (X,Y,Z) +- 
3 E k; E L: (X,Y,Z) =0, 
kı - L, (X,Y,Z) — 
— ka: L (X,Y,Z) =0, 


skąd wynika, że (str. 247): 


kę 
(a, b, r, m) = PA E T 


(12 b) 


czyli 
(13b) (a,b,r,m)==—1, 


Przecinając teraz proste a, 
b,r,m prostą s, względnie £, 
otrzymujemy (na mocy twier- 
dzenia Pappus'a): (sa, sb, sr, 
st) = (a, b, r, m), względnie (ta, 
tb, tr, ts) = (a, b, r,m), a zatem 
[równ. (13b)]: 


(14b) (sa, sb, sr, st) = — 1, 
(15b) (ta,tb,tr,ts) = —1. . 


Rzutując punkty sa, sb, sr, 
st z punktu bc, otrzymujemy 
17* 
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my (na mocy twierdzenia Pap- 
pus'a): (C, B, N, T) = (SA, SB, 
SR, ST), gdzie N oznacza 
punkt przecięcia się prostych 
SRi BC; a zatem [równ. (14a)]: 


(16a) (C,B,N, T)=—1. 


Rzutując, w końcu, punkty : 


C,B,N,T z punktu R, otrzy- 
mujemy (na mocy twierdzenia 
Pappus'a): (RC,RB,RS,RT) = 


: (16b) 


(na mocy twierdzenia Pap- 
pus'a): (c,b,n,t)=(sa,sb,sr,st), 
gdzie n oznacza prostą, łączącą 
punkty sr i bc; a zatem [równ. 


(14 b)]: 
G b, n, t) =— 1. 


Przecinając, w końcu, 
proste c,b,n,t prostą r, otrzy- 
mujemy (na mocy twierdzenia 


| Pappus'a): (rc,rb,rs,rt) =(c,b,n,t), 


==(C,B,N,T), a zatem [równ. | a zatem [równ. (16b)]: 

(16 a)]: 6:70) Graf rome 11, 

TARCE R E Równości (14b) (15b), 
Równości (14a) (15 4 (17 b) dowodzą prawdziwości 


(17a) dowodzą prawdziwości naszego twierdzenia. 
naszego twierdzenia. 


$56. Konstrukcje elementów harmonicznych. — Zadaniel. 
Dane Jproste(różne) d,,d,dz,przechodzące przez 
jeden punkt (właściwy) P. Wykre- 
ślić prostą d,sprzężoną harmonicz- 
nie z prostą d} względem prostych 
dy idi 

Kreślimy (rys. 44) jakąkolwiek prostą d, 
równoległą do prostej d, lecz różną od tej 
prostej. Punkty przecięcia się prostej d z pro- 
stemi d, i d, oznaczmy odpowiednio przez 
D, iD,. Jeżeli teraz odcinek D, D, podzielimy 
na połowy i środek D, tego odcinka połączymy 
z punktem P, to otrzymana prosta d, będzie 
sprzężona harmonicznie z prostą d, względem 
prostych d, i dz. 

Oznaczywszy bowiem przez D; punkt niewłaściwy prostej 
d, możemy napisać ($ 52): (Dı, Də, D3, Da) = — 1, skąd wynika 
(na mocy twierdzenia Pappus'a), że (d;,d,, dz, d) =— 1. 
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Zamiast kreślić prostą d, równoległą do prostej dą, mogli- 
byśmy nakreślić prostą d, równoległą do jednej z prostych 
d, i d,, np. do prostej d» i różną od tej prostej (rys. 45). 
Jeżeli mianowicie punkty przecięcia się prostej d z prostemi 
d, i d, oznaczymy wtedy odpowiednio przez D, i D, to od- 
mierzywszy na prostej d odcinek D, D, równy 
odcinkowi D, D;, i połączywszy punkt D, z pun- 
ktem P, otrzymamy prostą d, sprzężoną har- 
monicznie z prostą d, względem prostych d, i d+. 

Konstrukcję prostej d, moślibyśmy wyko- 
nać jeszcze inaczej, a mianowicie w sposób 
następujący. 

Na prostej d, (rys. 46) bierzemy dowolny 
punkt M, różny od punktu P, i przesuwamy Rys. 45. 
przez ten punkt 2 proste odpowiednio równo- 
ległe do prostych d, i d,, których punkty przecięcia się z pro- 
stemi d, i dy oznaczmy odpowiednio przez D, i D,. Prostą 
szukaną d, będzie prosta, przechodząca przez punkt P 
i równoległa do prostej D, D;. 


Zadanie 2. Dane 3 
punkty (różne) P, Pa, 
P, leżące na jednej 
prostejd. Wykreślić 
punkt P, sprzężony 
harmonicznie z pun- 
ktem P, względem pun- 
któw Bi i Pe. 

Zewnątrz prostej a 
weźmy jakikolwiek punkt 
(właściwy) P i zrzutujmy 
z tego punktu punkty P,, Pa Ps, Oznaczmy proste PP., 
PP, PP; odpowiednio przez dy, dą dz.  Wykreślmy (Za- 
danie 1) prostą d,, sprzężoną harmonicznie z prostą d wzślę- 
dem prostych d; i də Punkt przecięcia się prostej d, z prostą 
d będzie szukanym punktem P, (twierdzenie Pappus'a). 

Podamy jeszcze inne sposoby rozwiązania tych zadań. 

Zadanie 2. Dane 3 Zadanie 1. Dane 3 
punkty(różne)P,P.,P;,le- proste (różne) d,,d,,d. prze- 


Rys. 46. 
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żące najednej prostej d. 
Wykreślić punkt Pa 
sprzężony harmoni- 
cznie z punktem P; 
względem punktów P, 
WE: 

Sposób 1-y. Zrzutujmy 
punkty” Pı, Pa P} z jakiego- 


kolwiek punktu P, leżącego | 
przez punkt P (rys. 47b). 


zewnątrz prostej d (rys. 47a). 


Rys. 47a 


Na prostej PP; weżmy do- 
wolny punkt J, różny od każ- 
dego z punktów P i P;. Punkt 
przecięcia się prostej JP, 
z prostą PP, oznaczmy przez 
K, punkt zaś przecięcia się 
prostej JP, z prostą PP, 
oznaczmy przez L. Szuka- 
nym punktem P, będzie punkt 
przecięcia się prostych d i KL. 


chodzące przez jeden 
punkt P. Wykreślić 
prostą dą sprzężoną 
harmonicznie z prostą 
dz wzgledem prostych 
d, i ds. 

Sposób 1-y. Przetnijmy 
proste d,d» dą jakąkolwiek 
prostą d, nie przechodzącą 


Rys. 47b. 


Przez punkt dd; przesuńmy 
dowolną prostą j, różną od 
każdej z prostych d i dh. 
Prostą, łączącą punkt jd, 
z punktem dd., oznaczmy 
przez k, prostą zaś, łączącą 
punkt jd; z punktem dad, 
oznaczmy przez l. Szukaną 
prostą d, będzie prosta, łą- 
cząca punkt P z punktem k/. 
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Oznaczywszy bowiem 
przez P, punkt przecięcia się 
prostych d i KL, możemy po- 
wiedzieć, że proste PP, i PP, 
są dwoma bokami przeciwle- 
głymi, proste zaś PP, i PP, 
są dwiema przekątnemi czwo- 
rokąta płaskiego zupełnego, 
którego wierzchołkami są pun- 
kty P,,P.,K,L, a zatem (8 55): 
(PP,, PP», PP, PP)=—1, 
skąd znów wynika (na mocy 
twierdzenia Pappus'a), że (P,, 
PB BAP=—4d, 1 Zn. że 
punkt P, jest punktem szu- 
kanym. 

Sposób 2-i. Zrzutujmy 
punkty P, i P, z jakiegokol- 
wiek punktu P, leżącego ze- 
wnątrz prostej d (rys. 48 a). 


e bla sky 


Przez punkt P, przesuńmy 
„jakąkolwiek prostą, różną od 


Oznaczywszy bowiem 
przez d, prostą, łączącą pun- 
kty P i kl, możemy powie- 
dzieć, że punkty dd, i dd, są 
dwoma wierzchołkami prze- 
ciwległymi, punkty zaś dd; 
i dd, są dwoma punktami 
przekątnymi czworoboku pła- 
skiego zupełnego, którego bo- 
kami są proste d, də, k,l, a 
zatem ($ 55): (dd,, ddz, ddy, 
dd,) -—1, skąd znów wy- 
nika (na mocy twierdzenia 
Pappus'a), że (d, ,dydz,d,) =—1, 
t. zn. że prosta d, jest prostą 
szukaną. 

Sposób 2-i. Przetnijmy 
proste d, i d, jakąkolwiek pro- 
stą d, nie przechodzącą przez 
punkt P (rys. 48b). Na pro- 


'q gp siy 


stej jakikolwiek 


d; weźmy 
punkt, różny od punktu P i nie 
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prostej d i nie przechodzącą 
przez punkt P, której punkty 
przecięcia się z prostemi PP, 
i PP, oznaczmy odpowiednio 
przez Ki L. Punkt przecię- 
cia się prostych P, K i PaL 
oznaczmy przez J. Szukanym 
punktem P, będzie punkt 
przecięcia się prostych di PJ. 


Oznaczywszy bowiem przez 
P, punkt przecięcia się pro- 
stych di PJ, możemy powie- 
dzieć, że proste PP, i PP; są 
dwomabokamiprzeciwległymi, 
proste zaś PP, i PP, są dwiema 


f 


przekątnemi czworokąta pła- | 


skiego zupełnego, którego 
wierzchołkami są punkty P,, 
Pa K, L, a zatem ($55): (PP,, 
PPVPP; PP)EE"- f “skad 
znów wynika (na mocy twier- 
dzenia Pappus'a), że (P,, P», 
P, P,)==—-1, t zn. że punkt 
P, jest punktem szukanym. 


Zadanie 1. Dane 3 pro- 
ste (różne) d;,d,,dz, przecho- 
dząceprzezjeden punkt 
P. Wykreślić prostą dy, 
sprzężoną harmonicz- 
niez prostąd; względem 
prostych d, i d» 


Przetnijmy proste d,, də», dz 
jakąkolwiek prostą d, nie 
przechodzącą przez punkt P. 
Punkty dd,, dd», dd} oznaczmy 
odpowiednio przez P,, P», P3. 
Wykreślmy (Zadanie 2) punkt 


leżący na prostej d, którego 
proste połączenia z punktami 
dd, i dd, oznaczmy odpowie- 
dnio przez k i l. Prosta, łą- 
czącą punkty d,k i d:l, oznacz- 
my przez j. Szukaną prostą 
d, będzie prosta, łącząca pun- 
kty Pr ay. 


Oznaczywszy bowiem przez 
d, prostą, łączącą punkty P 
i dj, możemy powiedzieć, że 
punkty dd, i dd, są dwoma 
wierzchołkami przeciwległymi, 
punkty zaś dd, i dd, są dwoma 
punktami przekątnymi czworo- 
boku płaskiego zupełnego, któ- 
rego bokami są proste d,,d;,k, I, 
a zatem (855): (dd,, dd», dd;, 
dd,) = — 1, skąd znów wynika 
(na mocy twierdzenia Pap- 
pus'a), że (di, d», dz, d,) s 1, 
t. zn. że prosta d, jest prostą 
szukaną. 


Zadanie 2 Dane 3 
punkty (różne) P,,P,,P,, le- 
żące na jednej prostej d. 
Wykreślić punkt P,, 
sprzężony harmonicz- 
nie zpunktem P; wzślę- 
dem punktów P, i P». 


Zrzutujmy punkty P,, P», 
P, z jakiegokolwiek punktu 
P, nie należącego do prostej d. 
Proste PP,, PP, PP; oznacz- 
my odpowiednio przez d;,d,, dy. 
Wykreślmy (Zadanie 1) prostą 
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P, sprzężony harmonicznie 
z punktem P; względem punk- 
tów P, i P,. Prosta, łącząca 
punkty P i P,, bedzie szukaną 
prostą d, (twierdzenie Pap- 
pus'a). 


dı sprzężoną harmonicznie 
z prostą dz względem prostych 
dı i dọ Punkt przecięcia się 
prostych di d, będzie szuka- 
nym punktem P, (twierdzenie 
Pappus'a). 


Uwaga. Podane wyżej konstrukcje elementów harmo- 
nicznych, oparte na własnościach czworokąta, względnie 
czworoboku, płaskieśo zupełnego, są wykonalne za pomocą 
samego tylko linjału (jeżeli, oczywiście, rozpatrywane punkty 
i proste są punktami i prostemi właściwymi). Natomiast 
konstrukcje, podane na początku § niniejszego, za pomocą 
samego tylko linjału wykonane być nie mogą, albowiem sam 
linjał nie wystarcza ani do wykreślania prostej, równoległej 
do innej prostej, ani do podziału odcinka na 2 części równe, 
ani do odmierzania odcinka, równego danemu odcinkowi. 
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Rozdział VI. 


§ 57. Zmiana układu spółrzędnych. — Dotychczas w na- 
szych rozważaniach przy rozwiązywaniu wszelkich zagadnień 
wystarczały nam 2 osi spółrzędnych. Może się jednak zdarzyć, 
iż zaczniemy rozwiązywać jakieś zagadnienie przy pewnych 
2 osiach spółrzędnych, a następnie okaże się, że korzystniej 
byłoby wprowadzić inne 2 osi. Przez wprowadzenie jednak 
innych osi spółrzędnych, spółrzędne punktów oraz prostych 
ulegają zmianom. Otóż właśnie teraz stawiamy sobie za 
zadanie znalezienie zależności, zachodzących pomiędzy spół- 
rzędnemi jednego i tego samego punktu, względnie jednej 
i tej samej prostej, odnoszącemi się do dwu układów o osiach 
różnych. 


Zamiast jednak badać odrazu przejście od jakichś 2 osi 
spółrzędnych do jakichkolwiek innych 2 osi spółrzędnych, 
zbadamy najpierw 2 przypadki szczególne, a mianowicie: 


1) przejście od osi x, y, względnie u, v, przecinających 
się w punkcie O, do osi x”, y', względnie u, v‘, przecinających 
się w jakimś punkcie O', różnym od punktu O, posiadających 
jednak te same kierunki oraz te same zwroty dodatnie 
(a zatem i ujemne), co osi x, y, względnie u, v (t. zn. dawna 
oś x-ów, względnie u-ów, i nowa oś x'-ów, względnie u'-ów, 
są wzajemnie równoległe i posiadają jednakowe zwroty do- 
datnie, jak również dawna oś y-ów, względnie v-ów, i nowa 
oś y'-ów, względnie v-ów, są wzajemnie równoległe i po- 
siadają jednakowe zwroty dodatnie). 


2) przejście od osi x, y, względnie u, v, przecinających 
się w punkcie O, do jakichś innych osi x‘, y‘, względnie u, v‘, 
przecinających się w tym samym punkcie O. 
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Jeżeli zbadamy te 2 przypadki szczególne, to potrafimy 
wtedy przejść od jakichś osi x, y, względnie u, v, do jakich- 
kolwiek innych osi x‘, y, względnie u, v. Aby mianowicie 
przejść od osi x, y, względnie u, v, do osi x‘, y‘, względnie 
u, v‘, przedstawionych na rysunku 49, możemy najpierw 
przejść od osi x, y, względnie u, v, do osi x", y", względnie 
u“, v* (przypadek 
1-y)}, następnie zaś 
odosix*,y',względ- 
nie u”, w”, do osi 
x,y, względnie u', 
v' (przypadek 2-i), 
albo też najpierw 
przejść od osi x, y, 
względnie u, v, do 
osi x", y“, względ- 
nie u", v* (przy- 
padek 2-i), następnie zaś od osi x*, y“, względnie u“, v“ 
do osi x', y‘, względnie u, v* (przypadek 1-y). 

Ponieważ w pierwszym z dwu wymienionych wyżej 
przypadków szczególnych zmienia się tylko początek układu 
spółrzędnych, natomiast zwroty dodatnie (a zatem i ujemne) 
osi spółrzędnych nie ulegają zmianie, w drugim zaś z tych 
dwu przypadków szczególnych zmieniają się zwroty dodatnie 
(a zatem i ujemne) osi spółrzędnych, natomiast początek 
układu spółrzędnych nie ulega zmianie, zmianę osi; spół- 
rzędnych, jaka zachodzi w 1-ym przypadku, nazywamy 
zmianą początku układu spółrzędnych, zmianę 
zaś osi spółrzędnych, jaka zachodzi w 2-im przypadku, na- 
zywamy zmianą zwrotów osi spółrzędnych. Zmianę 
początku układu spółrzędnych nazywamy też inaczej prze- 
sunięciem równoległem osi spółrzędnych. 

Musimy przytem zaznaczyć, że wszelkie rozpatrywane 
tu przez nas zmiany osi spółrzędnych nie dotyczą jednostki 
długości c, jaką posługujemy się przy obliczaniu spółrzędnych 
(8 2), t. zn. zarówno przy dawnych 'osiach spółrzędnych, jak 
też przy nowych, posługujemy się tą samą jednostką dłu- 
gości 0. 


Rys. 49. 


wj = 


$ 58. Zależności pomiędzy dawnemi i nowemi spółrzęd- 
nemi punktu w razie zmiany początku układu spółrzędnych. 
— Dany układ spółrzędnych Descartes'a o początku O i osiach 
x,y. Od tego układu przechodzimy do układu spółrzędnych 
o początku O' i osiach x', y‘, posiadających zwroty dodatnie 
(a zatem i ujemne) odpo- 

wiednio jednakowe ze 
zwrotami osi x, y (rys. 50). 
o O E a Spółrzędne Descartes'a 
= początku O' nowego ukła- 
: du spółrzednych w da- 
TEAN TAS wnym układzie oznaczmy 
przez Xo Vo. 
I Weżmy jakikolwiek 
l punkt właściwy P, którego 
spółrzędne Descartes a 
3 w dawnym układzie spól- 
rzędnych oznaczmy przez 
x,y, w nowym zaś ukła- 
dzie spółrzędnych przez 
Ay 

Punkt przecięcia się osi x-ów z osią y-ów oznaczmy 
przez O;', punkt zaś przecięcia się osi y-ów z osią x'-ów 
oznaczmy przez O;'. Punkty przecięcia się prostej, przecho- 
dzącej przez punkt P i równoległej do osi y-ów, z osiami 
x-ów i x'-ów oznaczmy odpowiednio przez P, i P,', punkty 
zaś przecięcia się prostej, przechodzącej przez punkt P 
i równoległej do osi x-ów, z osiami y-ów i y'-ów oznaczmy 
odpowiednio przez P, i P;'. 

Jeżeli x, = 0, x=0 oraz x =0, to x,=O0O,, x =O'P, = 
= 0; 'P,, x=OP, =OO; +0,'P, (gdzie przez OO, rozu- 
miemy liczbę nieujemną, wyrażającą długość odcinka OO,', 
i t. d.), a zatem x= x + x‘. 

Jeżeli x, = 0, x = 0 oraz x'< 0, to x, = OO,', x—0'P, = 

=— O,' P,, x = OP, = OO, —O,'P,, a zatem x =x, +-x*. 

Jeżeli x, =0, x<=0 (a zatem x'<0), to x, =OO;,, «x = 
=—0O0'P' =—O0,/P, x= 0P, 00, —O,/P,, a zatem 


xm gy- e: 


Rys. 50, 
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Jeżeli zo = 0, x=0 (a zatem x =0), to x, =—00;, 
x =Q'P,' =O,'P,, x=OP, = 001 F OIP, a zatem k= 
=Kk FX. 

Jeżeli x,<0, x = 0^oraz x =0, to x, =—0O,, x= 
Wp Z DAP., x=—OP, =— 00, Spe OPN a zatem 


x= t 


Jeżeli xa £0, x<0 oraz x =0, to xa=— 00,', x = 
7 =—0'P,' =—0,/'B, X =— OP, =— 00, —O,'P,, a zatem 
=x tx". 


Jeżeli yo=0, y=0 oraz y'=0, to ya= OOʻ, y'= 
=Q0'P.' = 0;'P;, y = OP, = OO; +- O*P, a zatem y = yo + y' 
Jeżeli ya =0, y=0 oraz y' £0, to y, =0O,, y = 
= — O'P = — O,'P., y = OP, = OO, — O'P, a zatem y= 
= yo +p. 
Jeżeli yo=0, y<0 (a zatem y'<0), to y= 00ś, 
y 5—O'P; =— O;.P;,, y=— OP, = 00, — OPa, a zatem 
y=yo ty". 
Jeżeli yo <0, y=0 (a zatem y'=0), to yo =— 00%, 
y ==O'P;y =O,P;,, y= OP, =— OO, + 0,P, a zatem 
Y =Y ty. 
Jeżeli yo 0, y< 0 oraz y'=0, to p, = —0O0O;, y =O'P; = 
== 0P., y =— OP, = — 0O;,' +-O,P,, a zatem y =y +y". 


Jeżeli yo = 0, y<0 oraz y 0, to y, —O0O,, y = 
=— O'P,' = — O,'P,, y= — OP, =— 0O;' —O;'P;,, a zatem 
I= t rz 


Rozpatrzyliśmy tu wszystkie możliwe przypadki i w każ- 
dym z nich otrzymaliśmy wyniki te same. Możemy więc 
powiedzieć, że zawsze zachodzą równości: 


(1) x=x xy PEY' F yo 
Z tych równości wynikają równości : 
(2) X =x— Xo Y 5Y — Yo - 


Równości (1) i (2) wyrażają zależności pomiędzy spół- 
rzędnemi Descartes'a punktu właściwego P w układach spół- 
rzędnych o osiach x,y oraz x',y'. Znajdziemy teraz zależ- 
ności pomiędzy spółrzędnemi jednorodnemi Hesse' fo punktu 
właściwego P w układach spółrzędnych, podporządkowanych 
wymienionym układom Descartes'a. 
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Jeżeli spółrzędne jednorodne Hesse'go punktu właściwego 
P w obydwu wymienionych układach spółrzędnych oznaczymy 
odpowiednio przez X,Y,Z oraz X,Y,Z', to w takim razie 
p Maa X UG A. i i £ 
będziemy mieli ($ 9): i av AOR A X =" =i z równości 
(1) i (2) otrzymamy zatem równości: 
X _X+-x,Z Y_VryoZ'. 


e YZZO 434 
7 X X—xZ Y' VERZ, 
jeg Fi z Z 
Z równości (3) i (4) wynikają proporcje : 
(5) X:Y:Z=|(X_ x,Z'):(Y rysZ):Z', 
(6) X:Y:Z'=(X—x,Z):(Y—y,Z):Z. 


Proporcje (5) i (6) otrzymaliśmy w założeniu, że punkt 
P jest punktem właściwym. Wykażemy teraz, że te pro- 
porcje zachodzą jednak również wtedy, gdy punkt P jest 
punktem niewłaściwym. 

Przyjmijmy mianowicie w tym celu, że punkt P jest 
punktem niewłaściwym prostej właściwej d, której równaniem 
w |l-ym układzie spółrzędnych Descartes'a jest równanie 
Ax--By-- C=0. W takim razie spółrzędne X, Y, Z punktu 
P spełniają warunki ($ 9): 

(7) X:Y:Z=B:—A:0. 

Równaniem prostej d w 2-im układzie spółrzędnych 
Descartes'a jest równanie A(x‘: + x,) +-B(y' +y) H C=0, 
czyli Ax + By' (Ax, By, + C)=0, a zatem spółrzędne 
X',Y,Z' punktu P spełniają warunki ($ 9): 


(8) X':Y:Z'=B;:—A:0. 
Z proporcji (7) i (8) wynika: 
(9) X:Y=X:Y' oraz Z=Z'=0. 


Lecz jeżeli punkt P jest punktem niewłaściwym, t. zn. 
jeżeli liczby Z i Z' są obiedwie równe 0, to równości (5) 
i (6) są równoznaczne z równościami (9). 
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Możemy więc powiedzieć, że wzory (5) i (6) stosują się 
zawsze, t. zn. zarówno do punktów właściwych, jak też i nie- 
właściwych. 

Uwaga. Opierając się na pewnych własnościach rzutów, 
wykonywanych w jednej płaszczyźnie, wzory (1) moglibyśmy 
wyprowadzić znacznie prościej, nie rozpatrując mianowicie 
tylu przypadków szczególnych. Wyjaśnimy tu tę rzecz bliżej. 

Na płaszczyźnie rzutem dowolnego punktu P ze środka 
rzutu S na oś rzutu s nazywamy punkt P', w jakim prosta 
SP przecina prostą s; rzutem zaś jakiegoś odcinka nazywamy 
ogół rzutów punktów tego odcinka. Jeżeli osią rzutu s jest 
pewna prosta właściwa, środkiem zaś rzutu S jest punkt nie- 
właściwy prostej właściwej, prostopadłej do osi rzutu s, to 
rzut jest wtedy rzutem prostokątnym (Wstęp, V). 

Przyjąwszy jako oś rzutu s jakąś prostą właściwą oraz 
jako środek rzutu S jakikolwiek punkt niewłaściwy, nie leżący 
na prostej s, i zdefinjiowawszy wielkość rzutu odcinka 
w ten sposób, jak ją zdefinjowaliśmy na str. 32 w przypadku 
rzutu prostokątnego, moglibyśmy powiedzieć, iż są prawdziwe 
twierdzenia następujące: 

a) Jeżeli P,, Pa, Pos. o., Pois Pn sa n punktami (właści- 
wymi), leżącymi w płaszczyźnie Ss (t. zn. w płaszczyźnie, za- 
wierającej punkt S i prostą s), to suma wielkości rzutów od- 
cinków P,P,, P,P,,..., P,_, Pa równa się wielkości rzutu od- 
cinka P, Pn; r 

B) Jeżeli oś rzutu s‘, leżąca w płaszczyźnie Ss, posiada 
taki sam zwrot, jak oś rzutu s, to wielkości rzutów jakiego- 
kolwiek odcinka, leżącego w płaszczyźnie Ss, wykonanych 
z punktu S na osi s i s, są równe. 

Opierając się na tych własnościach rzutów, moglibyśmy 
z łatwością wyprowadzić wzory (1). 

Przyjąwszy mianowicie jako oś rzutu oś x-ów i jako 
środek rzutu punkt niewłaściwy osi y-ów (rys. 50), mogli- 
byśmy powiedzieć [twierd.«)]|, że suma wielkości rzutów 
odcinków OQO' i O'P równa się wielkości rzutu odcinka OP. 
Lecz wielkości rzutów odcinków OO' i OP są równe odpo- 
wiednio x, i x, wielkość zaś rzutu odcinka _O'P jest równa 
(twierdz. [)] wielkości rzutu odcinka O'P, wykonanego 
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z punktu niewłaściwego osi y-ów na oś x'-ów, t. zn. jest 
równa x, W ten sposób otrzymalibyśmy więc równość: 
x= x t x". 

Przyjąwszy znów jako oś rzutu oś y-ów oraz jako 
środek rzutu punkt niewłaściwy osi x-ów, w sposób analo- 
śiczny otrzymalibyśmy równość: y = yo ty. 


§ 59. Zależności pomiędzy dawnemi i nowemi spółrzęd- 
nemi prostej w razie zmiany początku układu spółrzędnych. — 
Dany układ spółrzędnych Descartes'a, oraz związany z nim 
układ spółrzędnych Pliicker'a, o początku O i osiach x,y, 
względnie u,v. Od tych układów przechodzimy do układów 
spółrzędnych o początku O' i osiach x‘ y‘, względnie uv, 
posiadających zwroty dodatnie (a zatem i ujemne) odpowiednio 
jednakowe ze zwrotami osi x,y, względnie u,v. Spółrzędne 
Descartes'a początku Oʻ nowego układu spółrzędnych w daw- 
nym układzie oznaczmy przez Xo, yo. 

Weźmy jakąkolwiek prostą d. Spółrzędne jednorodne 
Hesse'go prostej d w układach, podporządkowanych wy- 
mienionym układom Descartes'a i Pliicker'a, oznaczmy odpo- 
wiednio przez U, V, W oraz U',V',W'. W tych układach prostą 
d możemy przedstawić odpowiednio przez równania: 


(1) UX+VY--WZ=0(, 
(2) f , UX+VY+-WZ=0. 
Lecz jeżeli w równanie (1), przedstawiające prostą d 

w pierwszym układzie, zamiast X, Y, Z wstawimy odpowiednio 
[$ 58, wz. 5)]: X'+ zo Z‘, V'HyoZ', Z! to otrzymamy równa- 
nie prostej d w drugim układzie, t. zn. równanie 
(3) UX HVY -+-(Ux,+ Vys W) Z'-=0 
przedstawia prostą d w drugim układzie. 

` Analogicznie, jeżeli w równanie (2), przedstawiające 
prostą dw drugim układzie, zamiast X”, Y‘, Z* wstawimy odpo- 
wiednio [$ 58, wz. (6)]: X—x9Z, Y—yZ, Z, to otrzymamy 
równanie prostej d w pierwszym układzie, t. zn. równanie 


(4) U X +V‘ Y—(U' xo V'yo — W) Z=0 


przedstawia prostą d w pierwszym układzie. 
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Równania zatem (1) i (4) przedstawiają w pierwszym 
układzie jedną i tę samą prostą, równania zaś (2) i (3) przed- 
stawiają w drugim układzie jedną i tę samą prostą, skąd 
wynika: 


(5) UVI W=U V'i —(U' x, + Vy ——W'), 
(6) UVW =U:V:(Ux, Vy + W). 


Wzory (5) i (6) wyrażają zależności, zachodzące pomiędzy 
dawnemi i nowemi spółrzędnemi jednorodnemi Hesse'go 
jakiejkolwiek prostej d. 


Jeżeli prosta d nie przechodzi przez żaden z punktów 
O i O', to również w każdym z rozpatrywanych układów 
spółrzędnych Pliicker'a możemy ją przedstawić przez spół- 
rzędne. Aby w tym przypadku otrzymać zależności, zacho- 
dzące pomiędzy dawnemi spółrzędnemi Pliicker'a u,v prostej 
d oraz jej nowemi spółrzędnemi Pliicker'a u, v', wystarczy 
we wzory (5) i (6) zamiast U,V,W, względnie U”, V',W*, wstawić 
u,v,1, względnie u',v',1. Otrzymamy wtedy: 


(7) utwid=u'tv' — (u' xo +v yo— 1), 
(8) uivi i=uivi lunte ti), 
skąd wynika: 

OESE ji A LJ ną 
(9) a xa tv yomi ń u Xxo rv'yo—1' 
(10) zje u se v 


Ussi vy ri uztei 


§ 60. Zależności pomiędzy dawnemi i nowemi spół- 
rzędnemi punktu w razie zmiany zwrotów osi spółrzędnych.—- 
Dany układ spółrzędnych Descartes'a o osiach x,y. Od tego 
układu przechodzimy do układu spółrzędnych o osiach «x, y‘, 
posiadającego ten sam początek O, co układ pierwszy 

F, Włodarski, Geom. anal. pł, cz. L 18 
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(rys. 51). Przez œ oznaczmy, jak zwykle, kąt mniejszy od 2, 
jaki tworzą z sobą zwroty dodatnie osi x-ów i osi y-ów ($ 2). 
Przez a oznaczmy jeden z kątów o wierzchołku O, których 
pierwszem ramieniem jest promień, posiadający zwrot do- 
datni osi x-ów, drugiem zaś ramieniem jest promień, po- 
siadający zwrot dodatni 
osi x'-ów, i których zwro- 
tem jest zwrot dodatni 
pęku promieni o wierz- 
chołku O w pierwszym 
układzie spółrzędnych 
[przez zwrot dodatni pę- 
ku promieni o wierzchołku 
O w pierwszym układzie 
spółrzędnych rozumiemy 
ten zwrot, przy którym 
promień px, posiadający 
zwrot dodatni osi x-ów, 
Rys. 51. promień py, posiadający 
zwrot dodatni osi y-ów, 
oraz promień p,', posiadający zwrot ujemny osi <x-ów, 
następują po sobie w kolei p, p, Px' ($ 2)l. Przez P oznaczmy 
jeden z kątów o wierzchołku O, których pierwszem ramieniem 
jest promień, posiadający zwrot dodatni osi x-ów, druśiem 
zaś ramieniem jest promień, posiadający zwrot dodatni osi 
y-ów, i których zwrotem jest zwrot dodatni pęku promieni 
o wierzchołku O w pierwszym układzie spółrzędnych. 
Weźmy jakikolwiek punkt właściwy P, któreśo spół- 
rzędne Descartesa w dawnym układzie spółrzędnych ozna- 
czmy przez x, y, w nowym zaś układzie spółrzędnych przez x',y'. 
Przez punkt P przesuńmy prostą, równoległą do osi y-ów, 
której punkt przecięcia się z osią x-ów oznaczmy przez P, 
oraz prostą, równoległą do osi y-ów, której punkt przecięcia 
się z osią x'-ów oznaczmy przez P’. 
Obliczmy teraz wielkości rzutów prostokątnych odcin- 
ków OP,, P,P, OP,, P/'P na oś x-ów. 
Jeżeli x = (, to wielkość rzutu prostokątnego odcinka 
OP, na oś x-ów równa się OP, (gdzie OP, oznacza liczbę 
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nieujemną, wyrażającą długość odcinka OP,), jeżeli zaś 
x20, to wielkość rzutu prostokątnego odcinka OPe na oś 
x-ów równa się — OP,. Lecz w pierwszym przypadku 
OP, = x, w drugim zaś OP, = —x, a zatem zawsze wielkość 
rzutu prostokątnego odcinka OP; na oś x-ów równa się x. 


Jeżeli y=0, to wielkość rzutu prostokątnego odcinka 
P,P na oś x-ów równa się P,P.coso, jeżeli zaś y <0, to 
wielkość rzutu prostokątnego odcinka P,P na oś x-ów równa 
się P,P.cos(1—w), czyli — P,P.cosw, Lecz w pierwszym 
przypadku P,P=y, w drugim zaś P,P=—y, a zatem zawsze 
wielkość rzutu prostokątnego odcinka P,P na oś x-ów równa 
się y-cos ©. 

Jeżeli x' =0, to wielkość rzutu prostokątnego odcinka 
OP,' na oś x-ów równa się OP,':cosa, jeżeli zaś x £0, to 
wielkość rzutu prostokątnego odcinka OP,‘ na oś x-ów równa 
się OP‘. cos («+ x), czyli — OP,'.cosa, Lecz w pierwszym 
przypadku OP,;'=x, w drugim zaś OP, =—x, a zatem 
zawsze wielkość rzutu prostokątnego odcinka OP,‘ na oś 
x-Ów równa się x' cos a, 

Jeżeli y' 0, to wielkość rzutu prostokątnego odcinka 
P,'P na oś x-ów równa się P,' P.cosfb, jeżeli zaś y‘ <0, to 
wielkość rzutu prostokątnego odcinka P,'P na oś x-ów równa 
się P, P.cos (PB -+ z), czyli — P,‘ P- cosb. Lecz w pierwszym 
przypadku P, P=y', w drugim zaś P, P=—y', a zatem 
zawsze wielkość rzutu prostokątnego odcinka P,'P na oś 
x-ów równa się y' cosb. 

Otrzymaliśmy* więc, że wielkości rzutów prostokątnych 
odcinków OP,, P,P, OP,, PP na oś x-ów są odpowie- 
dnio równe x, y coso, x'cosa, y'cosf. Lecz suma wielkości 
rzutów prostokątnych odcinków OP, i P, P na oś x-ów równa 
się sumie wielkości rzutów prostokątnych odcinków OP, 
i P'P na tę oś (str. 32), mamy więc: 


(1) x +y cos w = x' cos u + y' cos P. 


Przesuńmy teraz przez punkt O prostą q, prostopadłą do osi 
x-ów, i nadajmy tej prostej taki zwrot, aby promień, wycho- 
dzący z punktu O i posiadający ten zwrot, leżał z tej samej 

15* 


— Zie = 


strony osi x-ów, z której leży promień, wychodzący z punktu 
O i posiadający zwrot dodatni osi y-ów. 


Obliczmy wielkości rzutów prostokątnych odcinków OP,, 
P,P, OP,, P4' P na prostą q. 

Wielkość rzutu prostokątnego odcinka OP, na prostą q 
równa się 0. 

Jeżeli y=0, to w razie, gdy v < 2 wielkość rzutu 
prostokątnego odcinka P,P na prostą q równa się 
FE -cos|3 Fo, czyli P,P -sino, w razie zaś, gdy © = a 
wielkość rzutu prostokątnego odcinka P, P na prostą q równa 


się P, P.cos | 0 — | czyli tak samo P,P:sino. Jeżeli 

y £0, to w razie, gdy » 23 , wielkość rzutu prostokątnego 

M == Ę w 
2 —*)| 


czyli P,P . cos (3 +o ): czyli — P, P sin », w razie zaś, gdy 


odcinka P, P na prostą q równa się P, P. cos 


w = 7, wielkość rzutu prostokątnego odcinka P, P na prostą 


A 
(=z) +=} czyli P, P -cos (o A i 


czyli tak samo — P, P -sin%o. Lecz w przypadku, gdy y =0, 
mamy P, P=y, w przypadku zaś, gdy y < 0, mamy 
P,P=—y, a zatem zawsze wielkość rzutu prostokątnego 


q równa się P, P.cos 


odcinka P,P na prostą q równa się y sino. 
Jeżeli x' =(, to w razie, gdy uży, wielkość rzutu pro- 
stokątnego odcinka OP;' na prostą q równa się OP,' : cos > — 


n ; R 
Z) czyli OP,'-sino, w razie zaś, gdy a=, wielkość 


rzutu prostokątnego odcinka OP,' na prostą q równa się 
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OP,' - cos (a -5 | czyli tak samo OP;,':sinu. Jeżeli x < 0, 
to w razie, gdy «u £ z! wielkość rzutu prostokątnego odcinka 


OP,' na prostą q równa się OP,'-cos , czyli 


ja 
=z —uj 
ØP : cos (> + a, czyli — OP‘. sina, w razie zaś, gdya = j 


wielkość rzutu prostokątnego odcinka OP,‘ na prostą q równa 


się OP,' - cos fa = >|" a |, czyli OP,'. cos Ę -f a), czyli tak 
samo — OP,' :sin«, Lecz w przypadku, gdy Pa 0, mamy 
OP; =x', w przypadku zaś, gdy x < (0, mamy OP, =—x, 


a zatem zawsze wielkość rzutu prostokątnego odcinka OP,' 
na prostą q równa się x' sin a. 


Jeżeli y'= 0, to w razie, gdy ß <, , wielkość rzutu pro- 
stokątnego odcinka P,' P na prostą q równa się P,' P. cos| S -B| ' 


czyli P,'P.sinf, w razie zaś, gdy 0 = e « wielkość rzutu prosto- 
a 
kątnego odcinka P,' P na prostą q równa się P,'P..cos | B 2 }; 
czyli tak samo P,'P.sinf. Jeżeli y'= 0, to w razie, gdy 
p <> 


2 . wielkość rzutu prostokątnego odcinka.P,' P na prostą 


E 
sU 


czyli — P, P.sinf, w razie zaś, gdy b=z' wielkość 


, czyli P,' P.cos b +É |, 


q równa się P, P. cos 


rzutu prostokątnego odcinka P'P na prostą q równa się 
P,'P:cos (B—2|-+a , czyli P,'P. cos G + B), czyli tak samo 


— P; P.sinß. Lecz w przypadku, gdy y' = 0, mamyP, P=y', 
w przypadku zaś, gdy y‘ = 0, mamy P‘“{P=— y‘, a zatem 
zawsze wielkość rzutu prostokątnego odcinka P,‘ P na prostą q 
równa się y'sinf. 
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Otrzymaliśmy więc, że wielkości rzutów prostokątnych 
odcinków OP;, P;P, OP,,P4vP na prostą q są odpowiednio 
równe 0, ysino, x'sina, y'sinp. Lecz suma wielkości rzutów 
prostokątnych odcinków OP, i P,P na prostą q równa się 
sumie wielkości rzutów prostokątnych odcinków OP,‘ i PyYP 
na tę prostą (str. 32), mamy więc: 


(2) y sino=x' sin « + y' sin P. 


- A zatem pomiędzy dawnemi spółrzędnemi x, y punktu P 
oraz nowemi spółrżędnemi x‘, yć tega punktu zachodzą za- 
leżności (równ. (1) i (2)]: 


3 | x +y cos w=x' cos « -+ y“ cosf, 
(3) | y sino=x' sin 4 -+ y* sin f. 
Rozwiążmy z równości (3) wielkości x i y. Otrzymamy: 


x' cos&+ y cos |), cos w 


x sina+y'sin f,sin o» x'sin (w — a) y'sin (w — fì) 
pz == z 
1, cos © sin” 
0, sin w 


x' sin 4 -+ y' sin [> 
oraz y= : . 
sin w 
Rozwiążmy teraz z równości (3) wielkości x‘ i y’. 
Otrzymamy ; 
x | p cos “9, cosp 


ysin o, sin?  xsinf -+y sin (P —w) 


x= dcosa,cosp sin (P — a) 
sin &, sin | 
COS 4, X -|- y cos o 
, sina, ysinw x sin u -+ y sin (a — w) 
POPUP © cos “cos P Fo sin (B — «) i 
sin «, sin P 
Mamy więc: 


_x'sina+y'sinp, 


(4) >= x sin (w - e) Ly sin (w L B) 
sin w ' 


7 
sin w» J 


(5) a xsin f H y sin (p — w) TEE E sin 4 -+y sin (u z w) ] 


sin Ga "7 sin (f—«) 
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Znajdziemy teraz zależności pomiędzy spółrzędnemi jedno- 
rodnemi Hesse go punktu właściwego P w układach spółrzęd- 
nych, podporządkowanych rozpatrywanym układom Descar- 
tes'a. 

Jeżeli spółrzędne jednorodne Hesse'$o punktu właściwego 
P w obydwu wymienionych układach spółrzędnych oznaczymy 
odpowiednio przez X, Y,Z oraz X', Y',Z', to w takim razie 


będziemy mieli (§ 9): = ' =š, x = zi ' = ıZrów- 
ności (4) i (5) otrzymamy zatem równości: 
(6) X __A'sin(0— 2) -+ Y'sin (0 — P), : Y_ X sina4 Y'sin ). 


Z Z'sino 4 Z'sin ù 
(7) X = X sin B- Y sin (> — o) y za. X sin a — Ysin (a = w), 
Z Z sin (P — a) "eT Z sin (P — a) 


Z równości (6) i (7) wynikają proporcje: 


(8) X: Y: Z= |X" sin (v — a) +- Y'sin(» — P)| 1(X' sina ++ 
H Y" sin P) | (Z' sin w), 


(9) xX: y'i Z'= |X sin P + Ysin (P — o)| : — [X sin a 4 
- Y sin (a — v)] : [Z sin (8 — a)l. 


Proporcje (8) i (9) otrzymaliśmy w założeniu, że punkt P 
jest punktem właściwym. Wykażemy teraz, że te proporcje 
zachodzą jednak również wtedy, gdy punkt P jest punktem 
niewłaściwym. 

Przyjmijmy mianowicie w tym celu, że punkt P jest 
punktem niewłaściwym prostej właściwej d, której równaniami 
w obydwu rozpatrywanych układach spółrzędnych Descar- 
tesa są odpowiednio równania: Ax +} By + C=0, A'x' -|- 
+ B'y' -|- C' =0. W takim razie 'spółrzędne A, Y, Z, względnie 
X,Y,2', punktu P spełniają warunki ($9): 


(10) XLY.Z=B:—A.(, 
(11) X .YV.Z'=B':.—A'.0. 


Lecz jeżeli w równanie Ax +By + C=0 zamiast x i y 
wstawimy strony prawe równości (4), to otrzymamy równanie 
prostej d w drugim układzie spółrzędnych Descartes a, t. zn. 
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równanie [Asin(v — a) + Bsina| x | [Asin(o— H) -- Bsinply'-r- 
+ Csino =0 przedstawia prostą d w drugim układzie spól- 
rzędnych Descartes'a. Stąd wynika, że ($9): 


(12) X: Y | Z= [Asin (v — B) +- Bsinf] : — [A sin (ù — a) + 
Ł Bsin a] : 0. 
Analogicznie, jeżeli w równanie A'x' --B'y' > C' =0 za- 
miast x' i y' wstawimy strony prawe równości (5), to otrzy- 
mamy równanie prostej d w pierwszym układzie spółrzędnych 
Descartes'a, t. zn. równanie (A'sinf—B'sina) x |-[A'sin(f—o») — 
— B' sin (u — w)| y -b C' sin (P — a) =0 przedstawia prostą d 
w pierwszym układzie spółrzędnych Descartes'a, skąd znów 
otrzymujemy: 
(13)X:Y:Z=|A'sin(f — w) — B‘ sin (a — »)| . — (A'sin p — 
— B' sin a) : 0. 
Z proporcji (13) i (11) wynika: X:Y: Z=|—Y'sin(fi—0»)— 
— X sin (a— w)] : — (— Y'sin | — X' sin a) 1 0, czyli: 


; | XT Y=|X'sin(» — «) +Y'sin (» — )] | (X* sin «+ Y" sin P) 
(14) | oraz Z=0. 

Z proporcji zaś (12)i(10) wynika: X'1Y':Z'=|- Ysin(o— }) 

H X sin B| : — |— Y sin (v — u) = X sin a] 10, czyli: 
| © | Y'=[X sin P+ Ysin (P—o)| : — |Xsina+ Y sin(a —w)] 
(15) | oraz Z*=0. 

Otrzymaliśmy więc, że w razie, gdy punkt P jest punktem 
niewłaściwym, dawne oraz nowe spółrzędne jednorodne Hes- 
se'$o tego punktu spełniają równości (14) i (15). Te same 
jednak równości wynikają z proporcji (8) i (9), gdy położymy 
w tych proporcjach, że Z==Z'=0. 

Możemy więc powiedzieć, że wzory (8) i (9) stosują się 
zawsze, t. zn. zarówno do punktów właściwych, jak też i nie- 
właściwych. 

Przypadki szczególne. 

1. Pierwotny układ spółrzędnych jest prostokątny, t. zn. 
u= . Wzory (4), (5), (8), (9) sprowadzają się w tym 
przypadku do: 
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(16) x= x' cost -4 p'cos h, y= x" sin «-+ y'sin b; 
„xsinp—y cosp „ ___ xsina—y cost. 
sin (P — a) sin (P — «) 
(18) X: Y: Z=(X'cosa + Y cos P) : (X* sina +- Ysin f): Z”; 
(19) X': y'i Z'= {X sin B — Y cos B) : —(X sin «a — Y cosa) : 
: [Z sin (fi — a)|. 


(17) x” 


2. Obydwa układy spółrzędnych są prostokątne, przy- 
czem zwroty dodatnie pęku promieni o wierzchołku O 
w obydwu układach są jednakowe (ten przypadek zmiany 
osi spółrzędnych nazywamy też obrotem osi układu 
prostokątnego o kąt u). W tym przypadku oprócz 
T : T ; 
2 mamy równość Ď-+ 2k n= u 2 ' śdzie k 
oznacza pewną liczbę rzeczywistą całkowitą. Uwzględniwszy 
tę ostatnią równość we wzorach (16), (17), (18), (19), 
otrzymamy: 


równości © = 


(20) x= x cosu—y' sint, y=x' sin u -+ y' cos «; s 


(21) x= x cosu -+y sina, y =— xsin « -+y coss; 
(22) XTY:Z=(X'cosa —Y'sina) .(X' sina + Y' cosa): Z'; 
(23) X'i y'i Z' = {X cos« + Ysina) : (—Xsin«-|- Ycosa): Z. 


§ 61. Zależności pomiędzy dawnemi i nowemi spółrzęd- 
nemi prostej w razie zmiany zwrotów osi spółrzędnych. — 
Dany układ spółrzędnych Descartes'a oraz związany z nim 
układ spółrzędnych Pliickerra o początku O i osiach x, y, 
względnie u, v. Od tych układów przechodzimy do układów 
spółrzędnych o początku O i osiach x‘, y', względnie u',v'. Przez 
u i] oznaczmy kąty, jakie w § poprzednim oznaczyłiśmy 
temi literami. 

Weźmy jakąkolwiek prostą d. Spółrzędne jednorodne 
Hesse'go prostej d w układach, podporządkowanych wymie- 
nionym układom Descartes'a i Pliicker'a, oznaczmy odpo- 
wiednio przez U, V, W oraz U, V,W' W tych układach 
prostą d możemy przedstawić odpowiednio przez równania: 
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(1) UX+VY+WZ=0, 
(2) UX-HVY'-|-W'Z'=0. 


Lecz jeżeli wə równanie (1), przedstawiające prostą d 
w pierwszym układzie, zamiast X, Y, Z wstawimy odpowiednio 
[str. 279, wz. (8)] : X" sin (0—a)-HY* sin (v— D), X'sina-EY'sin|;, 
Z' sin, to otrzymamy równanie prostej d w drugim układzie, 
t. zn. równanie 


3)  [Usin(v — «) — Vsin a] X* +- [U sin (» — B) -+ 
+ V sin BI Y' ++ Wsin œ. Z'=0 


przedstawia prostą d w drugim układzie. Analogicznie, jeżeli 
w równanie (2), przedstawiające prostą d w drugim układzie, 
zamiast X‘, Y‘, Z* wstawimy odpowiednio [str. 279, wz. (9)]: 
X sin p +Y sin (P— o), — [X sin a + Y sin (a — o)], Z sin (R$ — a), to 
otrzymamy równanie prostej d w pierwszym układzie, t. zn. 
równanie 


(4) (U" sin B — V' sin a) X -[U' sin (P — ») — 
—V' sin (a — w)] Y -+ W' sin (f — a). Z = 0 


przedstawia prostą d w pierwszym układzie. 

Równania zatem (1) i (4) przedstawiają w pierwszym 
układzie jedną i tę samą prostą, równania zaś (2) i (3) przed- 
stawiają w drugim układzie jedną i tę samą prostą, skąd 
wynika: 

(5) UV: W=lU'sinfi — V sina): [U'sin (P — w) — 
 =V'sin(a— 0)] :[W" sin (P — u], 
(6) U':V':1W'=lJUsin(o— a) = V sin a] : [U sin (0 —f) 4 
+ Vsin P] : (W sin w). 


Wzory (5) i (6) wyrażają zależności, zachodzące pomię- 
dzy dawnemi i nowemi spółrzędnemi jednorodnemi Hesse go 
jakiejkolwiek prostej d. 

Jeżeli prosta d nie przechodzi przez punkt O, to również 
w każdym z rozpatrywanych układów spółrzędnych Pliicker'a 
możemy ją przedstawić przez spółrzędne. Aby w tym przy- 
padku otrzymać zależności, zachodzące pomiędzy dawnemi 
spółrzędnemi Pliicker'a u, v prostej d oraz jej nowemi spół- 
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rzędnemi Pliicker'a, wystarczy we wzory (5) i (6) zamiast 
U, V, W, względnie U‘, V‘, W‘, wstawić u, v, 1, względnie u,v',1. 
Otrzymamy wtedy: 


(T) u:v:1=fu'sinf — v sinu): (u'sin(P— o) — 
=v sin (« — to)] x sin (p = a), 
(8) u' | v' . 1 [u sin (%0 — u) +vsin a] : |usin(” —P) -+v sinfi) : sine, 


skąd wynika: 


o) u= 7 snB=v'sina „ u'sin (B—0)—v'sin(u—o) ; 
sin (P — ©) sin ( — 0) 
„.usin(o—a) -vsina ,  usin(o —f) -+ vsin f 
(10) u'= zw + vy = ae 


Przypadki szczególne. 

1. Pierwotny układ spółrzędnych jest prostokątny, t. zn. 
P= F Wzory (5), (6), (9), (10) sprowadzają się w tym przy- 
padku do: 

(11) U:V:W=([U'sinf— V'sina) ; 
: —(U'cos [i —V' cos a) : [W" sin (P — a), 
(12) U':V': W' = (U cos a -+ V sin a) : (U cos Ñ -+ V sin 8): W; 


u' sin Ñ — v' sin « u' cos [| — v' cos t, 
(13) u = = > , y=— - t 
sin (P — «) sin (P — 2) 
(14) u =ucost--vsint, v' = u cos | + v sin P. 


2. Obydwa układy spółrzędnych są prostokątne, przyczem 
zwroty dodatnie pęku promieni o wierzchołku O w obydwu 
układach są jednakowe. W tym przypadku oprócz równości 


T ; M T . 
o=, mamy równość p-2kxu=a-+- 2' gdzie k oznacza 


pewną liczbę rzeczywistą całkowitą. Uwzględniwszy tę ostat- 
nią równość we wzorach (11), (12), (13), (14), otrzymamy: 
(15) U: V: W =(U' cosa— V'sin«) : (U* sine + V“ cos u) : W*; 
(16) U* : V: W = (U cos ua +V sin «) : — (Usin« — V cos a) : W; 
17) u = u' cos «—v'sint, v = u' sin %-}v' cos a; 


[18] u‘ =ucos« + vsin«, v= — u sin &-- y cos t. 


www.rcin.org.pl 


4 


— 284 — 


$ 62. Zależności pomiędzy dawnemi i nowemi spółrzędnemi 
punktu, względnie pomiędzy dawnemi i nowemi spółrzędnemi 
prostej, w razie jakiejkolwiek zmiany osi spółrzędnych. — 
Dany układ spółrzędnych Descartes'a, oraz związany z nim 
układ spółrzędnych Pliicker'a, o początku O i osiach x, y, 
względnie u,v. Od tych układów przechodzimy do układów 
spółrzędnych o początku O* i osiach x',y', względnie u‘, v‘. 


Spółrzędne Descartes'a początku Oʻ nowego układu spół- 
rzędnych w dawnym układzie oznaczmy przez xo Vo. 

Jeżeli oś x-ów i oś x'-ów (względnie oś u-ów i oś u -ów) 
nie są wzajemnie równoległe, to przez « oznaczamy jeden 
z kątów, których wierzchołkiem jest punkt przecięcia się tych 
dwu osi, których pierwszem ramieniem jest promień, posiada- 
jący zwrot dodatni osi x-ów (względnie osi u-ów), drugiem 
zaś ramieniem jest promień, posiadający zwrot dodatni osi 
x-ów (względnie osi u'-ów), i których zwrot jest jednakowy 
ze zwrotem dodatnim pęku promieni o wierzchołku O w pierw- 
szym układzie spółrzędnych. Jeżeli natomiast oś x-ów i oś 
x'-ów (względnie oś u-ów i oś u'-ów) są wzajemnie równoległe, 
to w razie, gdy zwroty dodatnie tych osi są jednakowe, przez 
a oznaczamy kąt 2 ka, w razie zaś, gdy zwroty dodatnie 
wymienionych osi są zwrotami przeciwnymi, przez « oznaczamy 
kąt (2k-| 1), gdzie k oznacza jąkąkolwiek liczbę rzeczywistą 
całkowitą nieujemną. 

Jeżeli oś x-ów i oś y'-ów (względnie oś u-ów i oś v' -ów) 
nie są wzajemnie równoległe, to przez Ď oznaczamy jeden 
z kątów, których wierzchołkiem jest punkt przecięcia się tych 
dwu osi, których pierwszem ramieniem jest promień, posiada- 
jący zwrot dodatni osi x-ów (względnie osi u-ów), drugiem 
zaś ramieniem jest promień, posiadający zwrot dodatni osi 
y-ów (względnie osi v'-ów), i których zwrot jest jednakowy 
ze zwrotem dodatnim pęku promieni o wierzchołku O w pierw- 
szym układzie spółrzędnych. Jeżeli natomiast oś x-ów i oś 
y'-ów (względnie oś u-ów i oś v'-ów) są wzajemnie równo- 
ległe, to w razie, śdy zwroty dodatnie tych osi są jednakowe, 
przez B oznaczamy kąt 2ka, w razie zaś, gdy zwroty do- 
datnie wymienionych osi są zwrotami przeciwnymi, przez | 
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oznaczamy kąt (2k+-1)nu, gdzie k oznacza jakąkolwiek liczbę 
rzeczywistą całkowitą nieujemną. 

Oznaczmy przez x*,y*, względnie u", v“, osi, przecinające 
się w punkcie O' i posiadające zwroty dodatnie (a zatem 
i ujemne) odpowiednio jednakowe ze zwrotami osi x, y, 
względnie u, v. 

W razie przejścia od osi x,y, wzślędnie u, v, do osi x", y", 
względnie u*,v*, mamy zależności [$ 58, wz. (5) i (6), oraz 
$ 59, wz. (5) i (6)]: 


(1) g XITYTZ=(X" «,Z*):(VY" ryoż'):Z*, 
(2) X" 1 y" 1 Z" = (X— x Z) : (Y — yo Z) : Z; 
(3) UV: WSU": V i — (U"xa t V“yo— W“), 
(4) U“: V“ iW" = UVU x H Vy t W). 


W razie przejścia od osi x", y", względnie u", v“, do osi 
«x ,y, względnie u,v, mamy zależności [§ 60, wz. (8) i (9), 
oraz $ 61, wz. (5) i (6)]: 
(5) X": y": Z" = [X sin (v — a) + Y" sin (w — 
—Pp)] : (X' sin a+ Y“ sin P) ; (Z' sin ©), 
(6) X: y: Z = [X" sin B -+ Y" sin (8 — w)] ; 
1 — [X" sin a -+ Y" sin (a— vo] ; [Z* sin (P — 0)]; 
(7) U": V": W" = [U" sin } — V“ sin 4) : [U"sin (P — œ) — 
— V" sin (a — w)] > [W" sin (P — ©0)], 
(8) U" i V' | W = [U" sin (w — a) H V" sin a] : 
: [U" sin (o —P) + V" sin B] : (W" sin œ). 
Z proporcji (1) i (5) wynika: 
(9) XTY: Z=[X'sin (o — a)-+- Y sin (o — B) + 
-+ Z' «sin o] : (X sin a + Y‘ sin P 4-2 yo sin œ) : (Z*sin ©). 


/ 


Z proporcji (6) i (2) wynika: 


(10) XIY':Z'=|Xsinf + Ysin (P — o) — Z [xo sin P + 
+ yasin (P — w)] | :— {X sin a + Y sin (a — w) — Z [xo sin « -+ 
+ yosin (a — »)] | : [Z sin (E — o]. 
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(11) U:V.W=(U'sinf—V'sino) . [U sin (5 — ») — 
—V' sin (a— 0)] : —|U' |xąsin P -+ yo sin (BE = 0)] — 
— V" [x, sin a +yosin (a= »)] — W* sin (P — a); . 


Z proporcji (8) i (4) wi 


(12) U' A] żę” W= [U sin (o — a) -+ V sin a) : 
` [U sin (0—B)-- VsinB] : (Ux, + Vy; -+ Wisinoj. 


Wzory (9) i (10) wyrażają zależności, zachodzące pomiędzy 
dawnemi i nowemi spółrzędnemi jednorodnemi Hesse'go 
jakiegokolwiek punktu, wzory zaś (11) i (12) wyrażają zależ- 
ności, zachodzące pomiędzy dawnemi i nowemi spółrzędnemi 
jednorodnemi Hesse'go jakiejkolwiek prostej. 


Z wzorów (9) i (10) wynikają wzory następujące, wyraża- 
jące zależności pomiędzy dawnemi i nowemi spółrzędnemi 
Descartes'a jakiegokolwiek punktu właściwego: 


__x'sin (» — a) + y' sin (© — P) -+ ko sin w 


(13) sin w 
| _x'sinu -+ y' sinp tyosino. 
li sin w 
| «_xsinf +y sin (P — ©) — xa sin P — ya sin (P—to) 
x 
(14) sin (P — «) 
+ __xsina-+-ysin(a— ©) — x sin a — ya sin (a — 0) 
z. sin (P — a) 


Z wzorów (11) i (12) wynikają wzory następujące, wyra- 
żające zależności pomiędzy dawnemi i nowemi spółrzędnemi 
Pliicker'a jakiejkolwiek prostej, nie przechodzącej przez żaden 
z punktów O i O'; 


u = — (u! sin P — v' sin a) : | u' [xa sin B -+ 
(15) | +yosin(i—0)]—v'[xosina-+-y,sin(a—0)]—sin(—0)), 
| v=—lu'sin (BP — wo) — v" sin (« — %)) 3 fu" [x„sin B $- 
pakas Yosin [Po] Eip? [xo sina -+yosin (a— 10)]|— sin (P—a)| i 
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(16) + _ usin(0— a) +vsina JE u sin (o — P) + v sin P 
— (uxo vyo + 1)sin » (u xa} vyo + 1) sin » 


Z wzorów (9) i (10) wynika: 


X = o [%" sin (w — a) + Y' sin (0 — B) -HZ xa sin ù] , 
(17) | Y =o (4" sina  Y'sinf -+Z yo sin ©), 
|z =0.Z' sinw; 


| X = ę'|Xsinf + Ysin (P — ») — Z [xa sin P+ ya sin (P —w))}, 
y= -o'l X sin a+ Ysin (a — w) — Z [xo sin «+ ya sin («— w))}, 


(18) 
|z=v. Z sin (B — a). 


Wstawiwszy w stronę prawą pierwszej z pośród równości 
(17) zamiast X‘, Y‘, Z‘ strony prawe równości (18), otrzymamy: 
X=ope'| X sin B sin (0—a) +Y sin (P—o) sin (0 — a) — Z [xo sin B -H 
-Hyo sin (B—o)] sin (9—a)—X sin « sin (0—B)—Y sin (a—v) sin (0— 
—B)+-Zlx, sin a-|-y, sin («—w)] sin (0—PB)-|-Z x, sin (B—4) sin w= 
=go'X [sin B sin (0—a)—sin a sin (0—B)|=oe'X (sin P sin œ cos «— 
— sin P cos w sin u — sin « sin © cos B + sin « cos © sin B) = 
=090'X sin w (sin cos u—cos b sin 4)=oe'X sin w sin (B—«), a więc 
X =ve' X sin © sin (B — a). Analogicznie, wstawiwszy w stronę 
prawą drugiej z pośród równości (17) strony prawe równości 
(18), otrzymamy: V=©oe' Y sin w sin (P— a), oraz wstawiwszy 
w stronę prawą trzeciej z pośród równości (17) strony prawe 
równości (18), otrzymamy: Z=ęv' Z sin w sin (B — a). Ponieważ 
przynajmniej jedna z liczb X,Y,Z jest różna od 0, przeto ` 
z równości X = ọ¢' X sin w sin (|) — a), Y = 90t Y sin » sin (B — 0), 
Z=ef' Z sin ©» sin (B — «) wynika: 


(19) gę' sin © sin (P — «) — 1. 
Równość (19) wyraża zależność pomiędzy czynnikami 
o i œ, występującymi w równościach (17) i (18). 
W sposób podobny możemy się przekonać, że jeżeli 
wzory (11) i (12) zastąpimy wzorami: 
U=oe(U' sin P — V sin a), 
V =o [U" sin (B — w) — V“ sin (a — 0), 
(20) | y=—oiU'lxosinf + yosin (8 —«)] — 
— V [xsin a + yo sin (a — »)] — W" sin (P — a) ;, 
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| U' = ¢' [U sin (» — a) + V'sin 4], 
v = o [Usin (0 — B) -+ F sin f], 


(21) 
| W =e'(U x, +H Vy, + W) sin o, 


to pomiędzy czynnikami © i ©', występującymi w tych wzorach, 
również będzie zachodziła zależność (19). 

Przypadki szczególne. 

1. Pierwszy układ spółrzędnych jest prostokątny, t. zn. 


Wz >. Wzory (9), (10), (11), (12) sprowadzają się w tym 


przypadku do: 
(22) X:Y:Z=(X'cosa -Y'cosf? -+ Z' xo): (X' sina -+ 
-+Y'sinP + Z'y9) Z; 
(2935  X'IY':Z'=|Xsin| — Y cos | — Z (x sin | —y,cosP)]: 
: — [X sin a — Y cos a — Z (xo sin a — po cos «)] ; [Z sin (6 — 0)]; 
(24) U:V.W=(U'sinfP— V" sina) : —(U' cos] — V'cosa): 
1 —IU' (xo sin P—yocos P)— V" (xosina—yocosa)— W'sin(P —a)]; 
(25) U': V: W= (U cosa- V sina): (U cos Bb -- 
+ V sin Ê) : (U xo -+H V yo +H W). 
2. Obydwa układy spółrzędnych są prostokątne, przyczem 


zwroty dodatnie pęków promieni, których wierzchołkami są 
początki tych układów, są jednakowe. W tym przypadku 


"oprócz równości © == 3 mamy równość f[-|-2kn=a-|- 4 

śdzie k oznacza pewną liczbę rzeczywistą całkowitą. 
Uwzględniwszy tę ostatnią równość we wzorach (22), (23), 
(24), (25), otrzymamy: 


(26) X:Y:Z=(A'cosa—V'sina -Z'x,): 

: (X sin a + Y* cos a  Z*y,) : Z*; 

(27) X .Y':Z'=|Xcosa-- Ysina —Z (x,cos a -y,sin a] : 
: —[Asin a — Ycosa— Z (xo sin « — yo cos 0)] : Z; 

(28) UTY:W=([(U'cosa—V'sin u) : (U' sin « -+- V* cos a) : 
: —[U' (x, cosa + ye sin a) — V' (x, sin « — y, cos a) — W”]; 

(29) U':V'.W*=(Ucosa«--Vsina): — (U sin a — V cosa): 
(Uxa +V yot W). 
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3. Obydwa układy spółrzędnych są prostokątne, przy- 
czem zwroty dodatnie pęków promieni, których wierzchoł- 
kami są początki tych układów, są przeciwne. W tym przy- 


4 a x T » 
padku oprócz równości © = mamy równość a -+2kn=B +2 


gdzie k oznacza pewną liczbę całkowitą. Uwzśględniwszy tę 
ostatnią równość we wzorach (22), (23), (24), (25), otrzymamy: 


(30) X:Y: Z=(X'cosa-+Y'sin« +- Z*x,) :(X' sina — 
—V'cosa -Z'y, : Z‘; 
(31) X: yi Z'= [X cosa + Y sina — Z(x,cosa-+-yosina)] : 
: [X sin a — Y cos a — Z (x, sin a — yo cos a)) : Z; 


(32) U:V: W=(U'cosa-+ V'sina) : (U*sina— V cosa): 
: — [U" (x, cos a ++ yosin a) + V" (x, sin « — yo cos a) — W'|; 


(33) U'*:V':W'=(Ucosa+- V sina) : (U sin a — V cosa) ; 
k (U xo -f7 Vy + w). 


Uwaga. W razie przejścia od jakichś osi spółrzędnych 
do innych osi, każda. równość, wyrażająca jakąś zależność, 
zachodzącą pomiędzy dawnemi spółrzędnemi pewnych punk- 
tów, względnie pewnych prostych, przekształca się na rów- 
ność, wyrażającą zależność odpowiednią, zachodzącą pomiędzy 
nowemi spółrzędnemi tych punktów, względnie tych prostych. 
Z podanych wyżej wzorów wynika, że równość, odnosząca 
się do nowego układu spółrzędnych, jest względem spółrzęd- 
nych punktu, względnie prostej, tego samego stopnia, jakiego 
była równość pierwotna, odnosząca się do dawnego układu 
spółrzędnych. 


§ 63. Spółrzędne biegunowe 7 
punktu. — Do wyznaczenia poło- , 
żenia punktu na płaszczyźnie uży- / 
wamy niekiedy także sp ółr z ed- o 
nych biegunowych. W tym 
przypadku obieramy na tej płasz- 
czyźnie (rys. 52) punkt stały O, Rys. 52. 
zwany biegunem, oraz pro- i 
mień stały Ox, wychodzący z punktu O, zwany osią bie- 

F. Włodarski, Geom. anal. pł, cz. I. 19 


Toa 
W 
SOS P3 
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śunową. Następnie pewien zwrot pęku promieni o wierz- 
chołku O przyjmujemy za dodatni. Każdemu punktowi P, 
leżącemu w rozpatrywanej płaszczyźnie, podporządkowujemy 
2 liczby, a mianowicie: liczbę nieujemną r, wyrażającą 
odległość punktu P od punktu O (przy pewnej z góry 
przyjętej jednostce długości ©), oraz liczbę ©, której wartość 
bezwzględna wyraża wielkość jednego z kątów o wierzchołku O, 
posiadających oś biegunową jako ramię pierwsze oraz pro- 
mień OP jako ramię drugie, i która jest dodatnia lub ujemna 
w zależności od tego, czy wymieniony kąt posiada zwrot 
dodatni, czy też ujemny. Liczby r i © nazywamy spół- 
rzędnemi biegunowemi punktu P, przyczem liczbę r 
nazywamy promieniem wodzącym, liczbę zaś © am- 
plitudą punktu P. 

Z powyższego wynika więc, że punkt określa jedno- 
znacznie tyłko swój promień wodzący, natomiast swoją 
amplitudę określa on wieloznacznie. Jeżeli bowiem za ampli- 
tudę jakiegoś punktu możemy uważać ©;, to również za 
amplitudę tego punktu możemy uważać O, + Żka, gdzie k 
oznacza jakąkolwiek liczbę rzeczywistą całkowitą, dodatnią 
lub ujemną. Odwrotnie jednak, spółrzędne bieśunowe punktu 
określają ten punkt jednoznacznie, t. zn. do danego promie- 
nia wodząceśgo i danej amplitudy należy tylko jeden punkt. 

Zamiast mówić „punkt o spółrzędnych bieśunowych r, ©“, 
można powiedzieć wprost „punkt (r, ©)”. 

Ustalmy teraz następujący układ prostokątny spółrzęd- 
nych Descartes'a; za początek tego układu przyjmijmy bie- 
gun O rozpatrywanego układu biegunowego; za oś x-ów 
przyjmijimy prostą, zawierającą oś biegunową; za zwrot do- 
datni osi x-ów przyjmijmy zwrot osi biegunowej; zwrot do- 
datni osi y-ów obierzmy w ten sposób, aby zwrot dodatni 
pęku promieni o wierzchołku O w przyjętym układzie Descar- 
tes'a był jednakowy ze zwrotem dodatnim tego pęku w roz- 
patrywanym układzie biegunowym; za jednostkę długości 
w układzie Descartes'a przyjmijmy ten odcinek 6, który jest 
jednostką długości w układzie bieśunowym. 

Jeżeli teraz spółrzędne jakiegoś punktu właściwego P 
w przyjętym układzie Descartes'a oznaczymy przez X, y, 
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spółrzędne zaś tego punktu w rozpatrywanym układzie bie- 
$unowym oznaczymy przez r, ©, to będziemy mieli zależności 
następujące : 

(1) x=rcos6, y=rsinQ©, r=| «* t yi 


Wyszedłszy z tych zależności, moglibyśmy, stosując wzory, 
podane w §§ poprzednich, znaleść zależności, zachodzące 
pomiędzy spółrzędnemi jakiegoś punktu właściwego w roz- 
patrywanym układzie bieśgunowym oraz spółrzędnemi tego 
punktu w jakimkolwiek układzie Descartes'a. 

Rozwiążemy teraz zadanie następujące: dane 2 różne 
punkty właściwe (r,, ©,) oraz (rs, ©.); napisać równanie prostej, 
łączącej te punkty. 

W układzie prostokątnym spółrzędnych Descartes'a, o któ- 
rym mówiliśmy wyżej, spółrzędnemi punktów danych są 
liczby: r; cosQ;, r, sinQ;, oraz r,cos©;, r, sin ©;. Prostą, 
łączącą te 2 punkty, możemy więc w tym układzie przed- 
stawić przez równanie ($ 22, str. 98): 


x, Yı 1 
r cos ©, r; sin ©, 1 | = 0. 
racos ©, rasin Oz, 1) 
Za równanie więc tej prostej w rozpatrywanym układzie 
biegunowym możemy uważać równanie : 
|r cos©, r sinO, 1) 
(2) |m cos O;, r" sin ©;, 1 =; 
|r+ cos Oa, rasin Oz, 1 
czyli (po rozwinięciu) 
(3) rr sin(©, — O) + rr: sin (O — ©) + mr sin (©, — ©,) =0. 


Uwaga. Chociaż w zasadzie promień wodzący punktu 
należy uważać za liczbę nieujemną, to jednak zdarzają się 
przypadki, w których okazuje się korzystnem odstępstwo od 
tej zasady. W tych przypadkach: przez punkt o spółrzęd- 
nych biegunowych r, ©, gdzie r jest liczbą ujemną, rozumiemy 
punkt o spółrzędnych biegunowych — r, © + x, 
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§ 64, Modyfikacja definicji spółrzędnych jednorodnych 


Hesse 'go. 


Punkty i proste urojone. — Jeżeli w Geometrji 


analitycznej posługujemy się układem spółrzędnych 


Descartes'a, względnie 
Hesse $o, to rozwiązanie za- 
śadnienia geometrycznego, w 
którem chodzi o znalezienie 
jakiegoś punktu, polega na wy- 
znaczeniu spółrzędnych tego 


Pliicker'a, względnie Hesse'go, 
to rozwiązanie zagadnienia 
geometrycznego, w  którem 
chodzi o znalezienie jakiejś 
prostej, poleśa na wyznacze- 
niu spółrzędnych tej prostej, 


punktu, 

tzn. na wyznaczeniu pary, względnie trójki, liczb rzeczy- 
wistych (przyczem w razie układu spółrzędnych Hesse 'go, 
trójki liczb rzeczywistych, różnej od trójki 0, 0, 0). Tę parę, 
wzślędnie trójkę, liczb rzeczywistych otrzymujemy z rachunku. 
Otóż może się zdarzyć, że rachunek, stosowany przy roz- 
wiązywaniu takiego zagadnienia, nie może nas doprowadzić 
do pary, względnie trójki, liczb rzeczywistych, że może on 
nas natomiast doprowadzić do pary, względnie trójki liczb, 
z których przynajmniej jedna liczba rzeczywistą nie jest. 
Będzie to wtedy dla nas dowodem, że rozpatrywane zagad- 
nienie geometryczne rozwiązania nie posiada. 

Gdybyśmy jednak na stwierdzeniu nierozwiązalności tego 
rodzaju zagadnień geometrycznych poprzestali, to w takim 
razie zatrzymalibyśmy się w połowie drogi. Głównym bowiem 
celem zastosowania rachunku algebraicznego do Geometrji 
jest osiąśnięcie w Geometrji tej doskonałości, do jakiej doszła 
Algebra. Algebra zaś swój wysoki stopień doskonałości za- 
wdzięcza między innemi liczbom urojonym: gdybyśmy miano- 
wicie liczb urojonych do Algebry nie wprowadzili, to zamiast 
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pewnych zupełnie ogólnych i w zasadzie prostych twierdzeń, 
mielibyśmy cały szereg twierdzeń drobnych i skomplikowanych, 
które czyniłyby Algebrę nauką bardzo nieprzejrzystą i które 
znacznie utrudniałyby rachunek algebraiczny. Dobro więc 
Geometrji analitycznej, jako nauki matematycznej, wymaga, 
abyśmy odpowiedniość, zachodzącą pomiędzy utworami geo- 
metrycznymi i utworami alśgebraicznymi, zachowali również 
w tych przypadkach, gdy ta odpowiedniość, skutkiem wy- 
stąpienia w wymienionych utworach algebraicznych liczb 
urojonych, na mocy definicji dotychczasowych znika. Ten 
cel możemy osiągnąć przez wprowadzenie do Geometrji 
analitycznej nowych punktów i prostych, które nazywamy 
punktami i prostemi urojonymi. Punkty i proste, 
rozpatrywane przez nas dotychczas, w odróżnieniu od punk- 
tów i prostych urojonych, będziemy nazywali punktami 
i prostemi rzeczywistymi. 

Zanim podamy definicję punktów, względnie prostych 
urojonych, zmodyfikujemy najpierw definicje spółrzędnych 
jednorodnych Hesse'fo punktów i prostych rzeczywistych. 

W definicjach spółrzędnych jednorodnych Hesse'śo 
punktów i prostych rzeczywistych opuśćmy mianowicie za- 
strzeżenie, że te spółrzędne są liczbami rzeczywistemi. 
T. zn. ($ 9) przez spółrzędne jednorodne Hesse'go punktu 
właściwego (rzeczywistego), którego spółrzędnemi Descartes'a 
są liczby x i y, będziemy rozumieli jakiekolwiek (niekoniecz- 
nie rzeczywiste) 3 liczby skończone X, Y, Z, z których liczba 
Z jest różna od 0 i które spełniają warunek 
(1) Xo Y= yl, 
oraz przez spółrzędne jednorodne Hesse'go punktu niewłaści- 
wego (rzeczywistego), należącego do prostej właściwej (rze- 
czywistej) Ax + By--C =0, będziemy rozumieli jakiekolwiek 
(niekoniecznie rzeczywiste) 3 liczby skończone X, Y, Z, 
z których liczba Z jest równa 0, lecz przynajmniej jedna 
z liczb X i Y jest różna od 0, i które spełniają warunek 


(2) dł zw RZE BRA : (£ 


I tak samo ($ 12) przez spółrzędne jednorodne Hesse'$o 
prostej (rzeczywistej) A X-H} B Y + CZ=0 będziemy rozumieli 
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jakiekolwiek (niekoniecznie rzeczywiste) 3 liczby skończone 
U,V,W, z których przynajmniej jedna liczba jest różna od 0 
i które spełniają warunek 


(3) U VW = TANDE CE 


Zatem za spółrzędne jednorodne Hesse go punktu właści- 
wego (rzeczywistego) o spółrzędnych Descartes'a X,Y, Z możemy 
uważać każdą trójkę liczb 4x, hy,ł, za spółrzędne jednorodne 
Hesse'go punktu niewłaściwego (rzeczywistego) należącego 
do prostej właściwej (rzeczywistej) A x -|- B y + C =0, możemy 
uważać każdą trójkę liczb + B,—ż⁄ A, 0, i w końcu, za spółrzędne 
jednorodne Hesse '$o prostej (rzeczywistej) A X + B Y -+ CZ=0 
możemy uważać każdą trójkę liczb 4A,4B,AC, gdzie we 
wszystkich 3-ech przypadkach 4 oznacza jakąkolwiek liczbę 
skończoną, różną od 0 (niekoniecznie rzeczywistą); przyczem 
w każdym z tych 3-ech przypadków poza wymienionemi 
trójkami liczb niema innych trójek liczb, które mogłyby być 
uważane za spółrzędne jednorodne Hesse go rozpatrywanego 
punktu właściwego, względnie rozpatrywanego punktu nie- 
właściwego, względnie rozpatrywanej prostej. 

Każdy więc punkt rzeczywisty, jak również każdą prostą 
rzeczywistą, możemy przedstawić zarówno przez spółrzędne 
jednorodne Hesse go, będące liczbami rzeczywistemi, jak też 
przez spółrzędne jednorodne Hesse'go, będące liczbami uro- 
jonemi. Jeżeli zatem jakiś punkt rzeczywisty jest przedsta- 
wiony, względnie jakaś prosta rzeczywista jest przedstawiona, 
przez spółrzędne jednorodne Hesse go, będące liczbami urojo- 
nemi, to zawsze istnieją 3 liczby rzeczywiste skończone, 
z których przynajmniej jedna jest różna od 0, do których 
wymienione spółrzędne są proporcjonalne. 

W § 9, względnie 12, mieliśmy, że każde 3 liczby rzeczy- 
wiste skończone, z których przynajmniej jedna liczba jest 
różna od 0, mogą być uważane za spółrzędne jednorodne 
Hesse' $o pewnego w zupełności określonego punktu (rzeczy- 
wistego), względnie pewnej w zupełności określonej prostej 
(rzeczywistej). Teraz zaś możemy powiedzieć, że każde 
3 liczby skończone (niekoniecznie rzeczywiste), z których 
przynajmniej jedna liczba jest różna od 0, proporcjo- 
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nalne do 3-ech liczb skończonych rzeczy- 
wistych, z których przynajmniej jedna liczba 
jest różna od 0, mogą być uważane za spółrzędne jedno- 
rodne Hesse śo pewnego w zupełności określonego punktu 
rzeczywistego, względnie pewnej w zupełności określonej 
prostej rzeczywistej (mianowicie punktu, względnie prostej, 
których spółrzędnemi jednorodnemi Hesse'go są wymienione 
liczby rzeczywiste). 

A więc 3 liczby skończone zespolone a+ ia bi +ib», 
cı ic, (i oznacza | —1), z których przynajmniej jedna jest 
różna od 0, mogą być uważane za spółrzędne jednorodne 
Hesse go punktu rzeczywistego, względnie prostej rzeczywistej, 
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieją 3 liczby skończone rzeczy- 
wiste p,q,r, z których przynajmniej jedna jest różna od 0, 
spełniające warunek: 


(4) (a, + ia) : (b, ib.) (c; te iczj=piq:r. 


Jeżeli zaś takie liczby p, q,r istnieją, to isfmiaje również 
liczba m-+ in, spełniająca warunki: 


a, rias=p(m Fin), b, ib. "ql(m+ in), ci -tH icer (m Fin), 
czyli 
S-a; =pm-a=pm by "qm, b =qn, cy=rm, c;=rn. 


Z równości (5) wynika: 
16) P:q .r=a ;b, + c= das ba ; Ci- 


Możemy więc powiedzieć, że warunkiem koniecznym na 
to, aby liczby a,-|-ia,, bi +ib» c, + ic, mogły być uważane 
za spółrzędne jednorodne Hesse go punktu rzeczywistego, 
względnie prostej rzeczywistej, jest spełnienie równości 
a, by: Cy "a 1 Da: co, Łatwo jednak możemy się przekonać, że 
wymieniony warunek konieczny jest również warunkiem 
dostatecznym. Jeżeli bowiem równości a, : bı: c, = a | by: C> 
są spełnione, to również są spełnione równości (a, -b ia) : 
1 (bi +i b.) : (ci-ti cs) =a, : b, | cia | b, : c», a ponieważ nie jest 
możliwem, aby zarówno każda z liczb a,,b,, c,, jak też 
każda z liczb ax, be, cz, była równa 0 (albowiem wtedy każda 
z liczb a,--ia,, b, --ib., c,-Hic. też byłaby równa 0, co 
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przeczyłoby założeniu), przeto istnieją w tym przypadku 3 liczby 
skończone rzeczywiste, z których przynajmniej jedna liczba 
jest różna od 0 i które są proporcjonalne do liczb a, +-iaz, 
b, +ib» cy ic, to zaś dowodzi, że liczby a, + ian, b, +ib, 
c, +-icz mogą być uważane za spółrzędne jednorodne Hesse'go 
punktu rzeczywistego, względnie prostej rzeczywistej. 
Otrzymaliśmy więc, że warunkiem koniecznym 
idostatecznym na to, aby 3 liczby skończone 
atia, b, +ib, citie, z których przynajmniej 
jedna jest różna od 0, mośłybyć uważane za 
spółrzędne jednorodne Hesse$go punktu rze- 
czywistego, względnie prostej rzeczywistej, 
jest spełnienie równości a,:b;:Cy04.D,:0;; przy- 
czem jeżeli liczby a +ia,„ b, ib, c;--Ficy mogą 
być uważane za spółrzędne jednorodne Hes- 
sego punktu rzeczywistego, względnie prostej 
rzeczywistej, to za spółrzędne jednorodne 
Hessego tego punktu, względnie tej prostej, 
może być uważana równieź każda z trójek 
liczb a,b,c i a,b,c, różna od trójki 0, 0, 0. 
Jeżeli trójka liczb X, Y, Z, względnie U,V,W, nie będąca 
trójką liczb rzeczywistych, jest trójką spółrzędnych jedno- 
rodnych Hesse'go punktu rzeczywistego, względnie prostej 
rzeczywistej, to w takim razie istnieją 3 liczby skończone 
rzeczywiste X', V',Z', względnie U',V*';W', z których przynaj- 
mniej jedna liczba jest różna od 0 i do których liczby X,Y,Z, 
względnie U, V, W, są proporcjonalne, które zatem mogą być 
uważane za spółrzędne jednorodne Hesse' go tego samego 
punktu, względnie tej samej prostej. Zatem punkt (4, Y, Z), 
względnie prostą (U, V, W), możemy przedstawić ($ 15) 
przez równanie X U-FY V--Z'W=0, względnie przez 
równanie U'X--V'Y|- W Z=0. Lecz każda trójka liczb 
U, V, W, spełniająca równanie X'U + Y V+Z'W=0, 
spełnia także równanie XU-VV-ZW=0, i odwrotnie, 
względnie każda trójka liczb X, Y, Z, spełniająca równanie 
U'X-+VY--W' Z=0, spełnia także równanie U X + VY+ 
HW Z—=0, i odwrotnie, a zatem za równanie punktu (X, Y, Z) 
możemy uważać równanie X U+ YV+ Z W=0, względnie 
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za równanie prostej (U, V, W) możemy uważać równanie 
UX+-VY+WZ=0. Jak więc widzimy, to, co powiedzie- 
liśmy w $ 15, stosuje się również wtedy, gdy punkt rzeczy- 
wisty, względnie prostą rzeczywistą, przedstawiamy przez 
spółrzędne jednorodne Hesse go, nie będące liczbami rze- 
czywistemi. 


Jeżeli jest dany układ płaski spółrzę- 
dnych jednorodnych Hesse śo,totrzy liczby 
skończone X, Y, Z, względnie U V, W, z któ- 
rych przynajmniej jedna jest różna od 0, 
nie będące proporcjonalnemi do trzech 
liczb skończonych rzeczywistych, z któ- 
rych przynajmniej jedna jest różna od %, 
nazywamy spółrzędnemi jednorodnemi Hes- 
se go pewnego w zupełności określonego 
punktu urojonego, wzślędnie pewnej w zu- 
pełności określonej prostej urojonej, leżą- 
cych w tej płaszczyźnie właściwej, do 
jakiej dany układ spółrzędnych jednorod- 
nych Hesse'go się odnosi Przyczem punkty 
urojone (X, Y Z) i (X; Va, Z), względnie proste 
urojone (U,V,,W,) i (UVW), uważamy za nakry- 
wającesięwtedyitylko wtedy, gdy są speł- 
nione równości A,:V,:2,=X%4.Y,.2., wzślędnie 
równości 0U,:V,.W;,=U,:V,: Wj. 

Teraz więc już każde 3 liczby skończone, z których 
przynajmniej jedna jest różna od 0, możemy uważać za 
spółrzędne jednorodne Hesse go pewnego w zupełności określo- 
nego punktu, względnie pewnej w zupełności określonej prostej. 


Punkt (X,Y,Z) uwa- 
żamy za należący do 
prostej urojonej (U,V,W), 
jeżeli jest spełniony 
warunek UX—VY--WZ=0. 

Równanie zatem UX-+- 
--VY+WZ=(, w którem 
U,V,W są spółrzędnemi jakiejś 


Prosta (U, V W) uwa- 
żamy za przechodzącą 
przez punkt urojony 
(X,Y,Z), jeżeli jest speł- 
niony warunek XU- 
FVV-ZW=0. 

Równanie zatem XU- 
+ YV--ZW=0, w którem 


vww.rcin.org.pl 


— 298 — 


prostej urojonej, wielkości zaś 
X,Y,Z są zmiennemi, przed- 
stawia ogół punktów, nale- 
żących do prostej urojonej 
(U,V,W). To równanie na- 
zywamy równaniem prostej 
urojonej (U, V, W). 


Weźmy teraz 


jakąkolwiek prostąrzeczywistą 
(U,V,W). Przypuśćmy, że ta 
prosta rzeczywista przechodzi 
przez jakiś punkt urojony 
(X'y, Z"). Mamy wtedy rów- 
ność (patrz wyżej, str. prawa) 
X UW We2W==(0, St. zn. 
spółrzędne X‘, Y‘, Z“ wymie- 
nionego punktu urojonego 
czynią równaniu UX 4 V Y + 
+WZ==0 prostej rzeczywistej 
(U, V,W) zadość. Odwrotnie, 
jeżeli  spółrzędne jakiegoś 
punktu urojonego (X", Y", Z") 
czynią równaniu prostej rze- 
czywistej (U, V,W) zadość, 
t. zn. jeżeli U X" + V Y" + 
L.W Z" = 0, to wtedy (patrz 
wyżej, strona prawa) prosta 
rzeczywista (U,V,W) prze- 
chodzi przez punkt urojony 
(X", Y", Z“). Otrzymaliśmy 
wiec, że spółrzedne każdego 
punktu urojonego, należącego 
do prostej rzeczywistej 
(U, V, W), czynia równaniu 
UX+VY-+ WZ=0 tej pro- 
stej zadość, i odwrotnie, jeżeli 


X,Y,Z są spółrzędnemi ja- 
kiegoś punktu urojonego, wiel- 
kości zaś U,V,W są zmien- 
nemi, przedstawia ogół pro- 
stych, przechodzących przez 
punkt urojony (X, Y, Z). To 
równanie nazywamy równa- 
niem punktu urojonego (X,Y,Z). 


pod uwage 


jakikolwiek punkt rzeczywisty 
(X,Y,Z). Przypuśćmy, że ten 
punkt należy do jakiejś pro- 
stej urojonej (U',V',W'). Mamy 
wtedy równość (patrz wyżej, 
strona lewa) U'X VY = 
"|W'Z=0, t.zn. spółrzędne 
U',V',W* wymienionej prostej 
urojonej czynią równaniu 
XU+YV-ZW=Q0 punktu 
rzeczywistego (X,Y,Z) zadość. 
Odwrotnie, jeżeli spółrzędne 
jakiejś prostej urojonej 
(U", V”, W”) czynią równaniu 
punktu rzeczywistego (X,V, Z) 
zadość, t. zn. jeżeli XU“! 
+ V Y" -+ Z W" = 0, to wtedy 
(patrz wyżej, strona lewa) 
punkt rzeczywisty (X,Y,Z) 
należy do prostej urojonej 
(U", V", W”). Otrzymaliśmy 
więc, że spółrzędne każdej 
prostej urojonej, przecho- 
dzącej przez punkt rzeczy- 
wisty (X,Y,Z), czynią rów- 
naniu XAU+YV+ZW=©0 
tego punktu zadość, i od- 
wrotnie, jeżeli  spółrzędne 
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spółrzędne jakiegoś punktu 
urojonego czynią wymienio- 
nemu równaniu zadość, to ten 
punkt urojony należy do pro- 
stej rzeczywistej (U, V, W). 
Równanie U X +V Y+WZ=0 
przedstawia więc ogół punk- 
tów (rzeczywistych i urojo- 
nych), należących do prostej 
rzeczywistej (U, V, W). 


jakiejś prostej urojonej czynią 

wymienionemu równaniu 
zadość, to ta prosta urojona 
przechodzi przez punkt rze- 
czywisty (X, Y,Z). Równanie 
XUFYVĘ+ZW=0 przed- 
stawia więc ogół prostych 
(rzeczywistych i urojonych), 
przechodzących przez punkt 
rzeczywisty (X, Y, Z). 


Możemy więc powiedzieć ogólnie, że jeżeli w równaniu 
(7) UX+VY+WZ=0 


wielkości X, Y, Z uważamy za spółrzędne jednorodne 
Hesse'$o punktu (rzeczywistego lub urojonego) oraz wielkości 
U,V,W za spółrzędne jednorodne Hessego prostej (rzeczy- 
wistej lub urojonej), to wtedy w razie, gdy w równaniu (7) 
wielkości U, V,W są stałemi, wielkości zaś X, Y, Z zmiennemi, 
to równanie przedstawia ogół punktów prostej (U, V, W), na- 
tomiast w razie, gdy w wymienionem równaniu wielkości 
X,Y,Z są stałemi, wielkości zaś U,V,W są zmiennemi, wy- 
mienione równanie przedstawia ogół prostych, przechodzących 
przez punkt (X,Y, Z). I dla tej to przyczyny równanie (7) 
nazywamy równaniem prostej, względnie punktu, w postaci 
dwoistej w spółrzędnych jednorodnych Hesse'śo (porówn. $ 15). 

W równaniu prostej, względnie punktu, zamiast oznaczać 
spółczynniki literami U, V, W, względnie X, Y, Z, często ozna- 
czamy je (tak, jak to czyniliśmy w przypadku prostych i punk- 
tów rzeczywistych) literami A,B,C, t. zn. równanie prostej 
piszemy w ten sposób: ART BY+-CZ=0, równanie zaś 
punktu w ten sposób: AU HBV+CW=0. 


Jeżeli proste (U,, V,, W,) 
i (U,,V.,W,) są różne, to 
posiadają jeden i tylko 
jeden punkt wspólny (albo- 
wiem zawsze istnieje jeden 
i tylko jeden punkt, którego 
spółrzędne spełniają jedno- 


Jeżeli punkty (X, Yı, Z,) 
i (Xs, V., Z) są różne, to 
istnieje wtedy jednaitylko 
jedna prosta, zawierająca 
obydwa wymienione punkty 
(albowiem zawsze istnieje jed- 
na i tylko jedna prosta, której 


— 300 — 


cześnie 2 równania U; X+ 
-FVYV-|-W,Z=0 i U,X+- 
+ Va Y + W, Z=0, jeżeli, 
oczywiście, nie jest spełniony 
warunek U, : Vi: W= U: Va: W3). 


spółrzędne spełniają jedno- 
cześnie 2 równania X U+- 
+Y V+ZW=0 i % U+ 
+ Yə V+ Zə W=0, jeżeli, oczy- 
wiście, nie jest spełniony wa- 


runek X, $ Y; Ya) ai X» - 1 K Zs). 


Punkt urojony (X, Y, Z) należy do prostej niewłaściwej 
wtedy i tylko wtedy, gdy jego trzecia spółrzędna Z jest 
równa 0 (albowiem wtedy i tylko wtedy jego spółrzędne 
spełniają równanie Z=0 prostej niewłaściwej). A ponieważ 
prostą niewłaściwą uważamy za zbiór wszystkich punktów 
niewłaściwych, przeto punkt urojony,którego trzecia 
spółrzędna Z jest równa 0, nazywamy punktem 
urojonym niewłaściwym (albo nieskończenie 
dalekim), punkt zaś urojony, którego trzecia 
spółrzędna Z jest różna od 0, nazywamy punk- 
tem urojonym właściwym. 


Każda prosta urojona (U,V,W) posiada jeden i tylko 
jeden punkt niewłaściwy, mianowicie punkt (V, — U, 0), który 
może być punktem rzeczywistym lub urojonym. 


Dwie proste, posiadające punkt niewłaś- 
ciwy wspólny, nazywamy równoleśłemi. 


Spółrzędnemi Descartesa punktu urojo- 
nego właściwego (X, Y, Z) nazywamy liczby 


Analogicznie, spółrzędnemi 


x= 5 | y= 4 

Z Zi 
Plückera prostej urojonej (U, V,W), nie prze- 
chodzącej przez początek układu spółrzęd- 
nych (t. zn. prostej urojonej, której trzecia spółrzędna W 

rd 

jest różna od 0), nazywamy liczby u= A i Że wy” 

Teraz więc już każde 2 liczby skończone (niekoniecznie 
rzeczywiste) możemy uważać za spółrzędne Descartes a 
pewneśo w zupełności określonego punktu, względnie za spół- 
rzędne Pliicker'a pewnej: w zupełności określonej prostej. 
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Z rozważań powyższych łatwo możemy wywnioskować, że 


ogół 


punktów właściwych każdej 
prostej właściwej możemy 
przedstawić przez równanie 


prostych, przechodzących 
przez punkt, różny od po- 
czątku układu spółrzędnych, 


z wyjątkiem prostej, łączącej 

ten punkt z początkiem układu 

spółrzędnych, możemy przed- 

stawić przez równanie Au -+ 

Bv--C=0, 

w którem przynajmniej jeden ze spółczynników A i B jest 
różny od 0. Odwrotnie, równanie 


Ax-By-C=0, Au+Bv+C=V, 


w którem przynajmniej jeden ze spółczynników A i B jest różny 
od 0, przedstawia ogół 
prostych, przechodzących 

przez pewien punkt, różny od 
początku układu spółrzędnych, 
z wyjątkiem prostej, łączącej 
ten punkt z początkiem układu 
spółrzędnych. 


Ax-+By--C—0, 


punktów właściwych pewnej 
w zupełności określonej pro- 
stej właściwej. 


Tak samo z łatwością możemy się przekonać, że jeżeli 
w równaniu 


(8) ux+-vyp-+-1=0 


wielkości u i v są stałemi, przyczem przynajmniej jedna z nich 
jest różna od 0, wielkości zaś x i y są zmiennemi, to wtedy 
to równanie przedstawia ogół punktów właściwych prostej 
(u,v), natomiast jeżeli w wymienionem równaniu wielkości 
xiy są stałemi, przyczem przynajmniej jedna z nich jest 
różna od 0, wielkości zaś u i v są zmiennemi, to wymienione 
równanie przedstawia ogół prostych, przechodzących przez 
punkt (x,y), z wyjątkiem prostej, łączącej ten punkt z po- 
czątkiem układu spółrzędnych. Dlatego też równanie (8) nazy- 
wamy równaniem prostej, względnie punktu, w posiaci dwo- 
istej w spółrzędnych niejednorodnych (porównaj $ 19). 
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Jak więc widzimy, wprowadzenie do Geometrji anali- 
tycznej punktów i prostych urojonych nie powoduje zmian 
zasadniczych twierdzeń podstawowych, podanych w Roz- 


dziale I. 


Tak samo z łatwością możemy spostrzec, że jeżeli 


teraz, t. zn. po wprowadzeniu do Geometrji analitycznej 
punktów i prostych urojonych, w Rozdziale II opuścimy 
wszędzie przymiotnik „rzeczywisty“ to ten Rozdział w całości 


pozostanie w mocy. 


Niechaj będzie 


dana prosta rzeczywista (U, V, 
W). Tę prostą możemy przed- 
stawić przez równanie 


(9a) UXVY+WZ—=0. 


Przynajmniej jedna z liczb 
U, V, W jest różna od 0. Przy- 
puśćmy np., że liczba W jest 
różna od 0. Wstawmy w rów- 
nanie (9 a) zamiast X i Y 
jakieś 2 liczby skończone 
X'i V, z których każda jest 
różna od 0 i których sto- 
sunek X::V' nie jest liczbą 
rzeczywistą, i znajdźmy liczbę 
Z', która wtedy równaniu (9a) 
będzie czyniła zadość (liczba 
Z' będzie skończona, ponieważ 
W + 0). Punkt (X', Y', Z') będzie 
punktem urojonym, należącym 
do prostej (U,V,W). Wstawmy 
teraz w równanie (9a) zamiast 
X i Y jakieś inne 2 liczby 
skończone X" i Y", z któ- 
rych każda jest różna od 
0, których stosunek X": y" 
nie jest liczbą rzeczywistą 
i które nie spełniają warunku 
X AVE ter, 1 znajdźmy 


dany punktrzeczywisty (X,YV,Z). 
Ten punkt możemy przedsta- 
wić przez równanie 


(9b) XU++YV+ZW=0. 


Przynajmniej jedna z liczb 
X, Y, Z jest różna od 0. Przy- 
puśćmy np., że liczba Z jest 
różna od 0. Wstawmy w rów- 
nanie (9b) zamiast U i V 
jakieś 2 liczby skończone 
U* i V', z których każda jest 
różna od 0 i których sto- 
sunek U'.V' nie jest liczbą 
rzeczywistą, i znajdźmy liczbę 
W', która wtedy równaniu (9b) 
będzie czyniła zadość (liczba 
W' będzie skończona, ponie- 
waż Z-0). Prosta (U',V',W*) 
będzie prostą urojoną, prze- 
chodzącą przez punkt (X,Y,Z). 
Wstawmy teraz w równanie 
(9b) zamiast U i V jakieś 
inne 2 liczby skończone U" 
i W", z których każda jest 
różna od 0, których sto- 
sunek U": V" nie jest liczbą 
rzeczywistą i które nie speł 
niają warunku U":V"=U':V* 
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liczbę Z", która wtedy rów- 
naniu (9a) będzie czyniła za- 
dość. Punkt (X*, Y", Z") będzie 
punktem urojonym, różnym 
od punktu (X,Y',Z') i nale- 
żącym do prostej (U,V,W). It. d. 


i znajdźmy liczbę W”, która 
wtedy równaniu (9b) będzie 
czyniła zadość. Prosta (U*, V", 
W") będzie prostą urojoną, 
różną od prostej (U', V‘, W°) 
i przechodzącą przez punkt 
(4,%,2%. MISCEdH 


Możemy więc powiedzieć, że: 


Każda prosta rze- 
czywista oprócz punk- 
tów rzeczywistych za- 
wiera nieskończenie 
wiele punktów urojo- 
nych. 


Przez każdy punkt 
rzeczywisty oprócz 
prostych rzeczywistych 
przechodzi nieskoń- 
czenie wiele prostych 
urojonych. 


Niechaj teraz będzie 


dana jakakolwiek prosta uro- 
jona d. Spółrzędne tej prostej 


oznaczmy przez a; --ia;, b, +-iba, c; +H ic, 


dany jakikolwiek punkt uro- 
jony P.  Spółrzędne tego 
punktu 

Ponieważ zało- 


żyliśmy, że 


prosta d jest urojona, 


punkt P jest urojony, 


przeto warunek 


(10) 


ai |b| c1 =a} b| c 


nie jest spełniony (a zatem nie jest np. możliwe, aby każda 
z liczb a;,b;,c,, lub też każda z liczb as, by, cz, była równa 0). 


Prostą d możemy przedstawić 


przez równanie 


(11b) (a; + i av) X- (b, +- 


czyli przez równanie 


(12) a,Xb,Y-Fc,Z t 


Fila: X -|- bz Y-4+-cZ2)=0. 


Punkt P możemy przedstawić 
przez równanie 


| (11 b) (a; -- ia;) U + (b; -+ 
t-1b.) Y + (c, + ic.) Z=0, | 


Hib) V + (c, + ic) W =0, 
czyli przez równanie 


(12 b) a, U +b, V +e, W + 
— i(a, U b, V c, W)=0. 


Weźmy teraz pod uwagę 2 równania: 


la, X - b, Y+ 0ę r =20), 


(13a) r 
la X + b, Y + c, Z=0. 


a; U+ b; V -- c; w=n0, 


13 
b) a, U -+b V -+e W =D. 
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Te równania przedstawiają 2 różne 


proste rzeczywiste d; i də. Pro- 
ste rzeczywiste d, i d, posia- 
dają jeden punkt rzeczywisty 
P wspólny. Lecz spółrzędne 
punktu rzeczywistego P, czy- 
niąc zadość każdemu z rów- 
nań (13a), muszą czynić za- 
dość także równaniu (12a), 
czyli (ila), t zn. punkt rze- 
czywisty P należy do prostej 
urojonej d. I przytem punkt 
rzeczywisty P jest jedynym 
punktem rzeczywistym, nale- 
żącym do prostej urojonej d 
(albowiem przez 2 punkty 
różne prosta jest określona 
jednoznacznie, 2 zaś różne 
punkty rzeczywiste określają 
prostą rzeczywistą). 


punkty rzeczywiste P, i P.. 
Punkty rzeczywiste P, i P> 
leżą na jednej prostej rzeczy- 
wistej d. Lecz spółrzędne pro- 
stej rzeczywistej d, czyniąc 
zadość każdemu z równań 
(13b), muszą czynić zadość 
także równaniu (12b), czyli 
(11b), t. zn. prosta rzeczywi- 
sta d przechodzi przez punkt 
urojony P. I przytem prosta 
rzeczywista d jest jedyną pro- 
stą rzeczywistą, przechodzącą 
przez punkt urojony P (albo- 
wiem 2 proste różne posia- 
dają jeden i tylko jeden punkt 
wspólny, 2 zaś różne proste 
rzeczywiste posiadają punkt 
rzeczywisty wspólny). 


Otrzymaliśmy więc, że: 


Każda prosta uro- 
jona oprócz punktów 
urojonych zawiera je- 
den i tylko jeden punkt 
rzeczywisty. 


Przez każdy punkt 
urojony oprócz pro- 
stych urojonych prze- 
chodzi jedna i tylko 
jedna prosta rzeczy- 
wista. 


$ 65. Uzupełnienie definicji punktów i prostych urojo- 


nych. Niezależność własności szczególnych punktów i pro- 
stych urojonych, zdełinjowanych w $ poprzednim, od układu 
spółrzędnych. Warunki równoległości i prostopadłości dwu 
prostych. Odległość wzajemna dwu punktów. Kąt dwu pro- 
stych, Odległość punktu od prostej. Środek odcinka. Dwu- 
sieczne kątów, utworzonych przez 2 proste. Dwustosunek. 
— Podana przez nas w $ poprzednim definicja punktów, wzglę- 
dnie prostych, urojonych byłaby wystarczająca tylko w tym przy- 
padku, gdybyśmy, rozpatrując punkty, względnie proste, uro- 
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jone, zawsze ograniczali się do jednego tylko układu spół- 
rzędnych, t. zn. gdybyśmy w trakcie samego rozumowania, 
w którem występują punkty, względnie proste, urojone, nigdy 
nie zmieniali układu spółrzędnych. Chcąc tego ograniczenia 
uniknąć, uzupełnimy wymienioną definicję punktów, względnie 
prostych urojonych, dodając do niej, co następuje: 

W razie przejścia w jakiejś płaszczyźnie 
właściwej od jednego układu spółrzędnych do 
innego układu spółrzędnych, punkty, wzślędnie 
proste, urojone, lężące w tej płaszczyźnie, nie 
zmieniają się, mogą zmienić się tylko ich spół- 
rzędne. Przyczem pomiędzy dawnemii nowemi 
spółrzędnemi wymienionych punktów, względ- 
nie prostych, urojonych, zachodzą takie same 
zależności, jakie zachodzą pomiędzy dawnemi 
i nowemi spółrzędnemi punktów, względnie 
prostych, rzeczywistych, leżących w rozpatry- 
wanej płaszczyźnie właściwej (t. zn. zależności, po- 
dane w $$ 58, 59, 60, 61, 62). 

Samo przez się nasuwa się tu pytanie, czy to, co chcemy 
teraz dołączyć do podanej w § poprzednim definicji punktów 
i prostych urojonych, nie jest z tą definicją w sprzeczności. 
Przypuśćmy bowiem, że spółrzędnemi jednorodnemi Hesse'go 
punktu urojonego P w pewnym układzie spółrzędnych są 
liczby X,Y,Z. Liczby X,Y,Z, jako spółrzędne punktu uro- 
jonego, spełniają warunki następujące: są liczbami skończo- 
nemi; przynajmniej jedna z nich jest różna od 0; nie są pro- 
porcjonalnemi do trzech liczb skończonych rzeczywistych, 
z których przynajmniej jedna jest różna od 0. Zmieńmy 
teraz układ spółrzędnych. Według tego, co chcemy dołączyć 
do definicji punktów i prostych urojonych, podanej w § po- 
przednim, spółrzędnemi punktu urojonego P w nowym ukła- 
dzie spółrzędnych będą liczby (str. 287): 


X'=e' { X sin PY sin (P—») — Z [xo sin P-1-yo sin ($—0)|), 


(1) | Y"=—oe'| Xsina-Ysin(a—»)— Z|xosina-y,sin(a—a)| |, 
Z'=¢' Zsin (fi — «), 
F. Włodarski, Goom. anal. pl, cz. L : 20 
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gdzie o' oznacza jakąkolwiek liczbę skończoną, różną od 0. 
Otóż chodzi o to, czy liczby X‘, Y‘, Z‘, określone wzorami (1), 
zawsze mogą być uważane za spółrzędne punktu urojonego. 
Gdyby się okazało, iż może się zdarzyć, że liczby X, Y‘ Z, 
określone wzorami (1), nie spełniają tych warunków, jakie 
muszą spełniać spółrzędne każdego punktu urojonego, to 
byłoby to dowodem, że projektowane przez nas uzupełnienie 
definicji punktów urojonych, podanej w § poprzednim, nie 
jest dopuszczalne. Sprawdźmy zatem, czy liczby X,V', Z5, 
określone wzorami (1), zawsze spełniają warunki, jakie muszą 
spełniać spółrzędne punktu urojonego, t. zn. czy zawsze są 
liczbami skończonemi, czy zawsze przynajmniej jedna z nich 
jest różna od 0, i w końcu, czy nigdy nie są proporcjonal- 
nemi do trzech liczb skończonych rzeczywistych, z których 
przynajmniej jedna jest różna od 0. 

Że liczby X,V',Z określone wzorami (1), zawsze są 
liczbami skończonemi, widać wprost z wzorów (1), Aby 
zbadać, czy te liczby czynią również zadość pozostałym 
2 warunkom, weźmy pod uwagę wzory, wyrażające dawne 
spółrzędne przez nowe, t. zn. wzory (str. 287): 


X = o |" sin (v — a) -- Y' sin (w — B) +- Z* xo sin w|, 
(2)  Y=e( sin @ -+ Y" sin P -+ Z yasin w), 
Z=ọ Z'sino, 


1 
o‘ sin w sin (P — a) 
i różną od 0, sin w i sin (P— e) też są liczbami skończonemi 
i różnemi od 0 (albowiem oś odciętych i oś rzędnych nigdy 
nie mogą być wzajemnie równoległemi), przeto © jest liczbą 
skończoną i różną od 0. Gdyby więc wszystkie 3 liczby 
X,Y,Z' były równe 0, to w takim razie (wobec tego, że © 
jest liczbą skończoną) również wszystkie 3 liczby X, Y, Z by- 
łyby równe 0, co przeczyłoby założeniu. Zatem przynajmniej 
jedna z liczb X”, Y',Z* jest różna od 0. Gdyby liczby X”, Y”, Z 
były proporcjonalne do 3-ech liczb skończonych rzeczywistych 
p,q,r, z których przynajmniej jedna jest różna od 0, to w ta- 
kim razie mielibyśmy: X'=o'p,V'=e'q,Z'=e"r, gdzie 0" 


Ponieważ œ jest liczbą skończoną 


gdzie © 
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byłoby liczbą skończoną i różną od 0; stąd zaś oraz z wzorów 
(2) wynikałoby: 


| X = pe" [p sin (o — a) +q sin (© — Ñ) + r xa sin ©»), 
y 


(3) = gọ" (p sin ü -+ g sin P -= ry, sin w), 
| Z=vę" rsinw, 
skąd znów otrzymalibyśmy 
(4) XTY:Z=|psin(o— a) -+4 q sin (w —P) + rxysino] : 
. (p sin a -+ q sin P -+ r yo sin w) : (r sin œ), 


t zn. liczby X, Y, Z byłyby proporcjonalnemi do trzech liczb 
skończonych rzeczywistych psin(w — a) -+q sin (0 — ß) -}rxosin o, 
p sin a +q sin B +- r ya sin ©, r sin ©, z których przynajmniej jedna 
jest różna od 0 [śdyby bowiem wszystkie 3 wymienione 
liczby były równe 0, to wtedy, jak to widać z równości (3), 
byłyby równe 0 wszystkie 3 liczby X, Y, Z]. A ponieważ 
liczby X, Y, Z nie są proporcjonalnemi do 3-ch liczb skończo- 
nych rzeczywistych, z których przynajmniej jedna jest różna 
od 0, przeto również liczby X, Y‘, Z‘, nie mogą być proporcjo- 
nalnemi do trzech liczb skończonych rzeczywistych, z których 
przynajmniej jedna jest różna od 0. 

Przychodzimy więc do wniosku, że liczby X‘, Y‘ Z‘, 
określone wzorami (1), zawsze czynią zadość warunkom, 
jakim muszą czynić zadość spółrzędne punktu urojonego, 
a zatem projektowane przez nas uzupełnienie definicji punktów 
urojonych, podanej w § poprzednim, jest dopuszczalne. Tak 
samo moglibyśmy się z łatwością przekonać, że również do- 
puszczalnem jest projektowane przez nas uzupełnienie defi- 
nicji prostych urojonych. 

Wprowadźmy więc je. 

Dokonane przez nas uzupełnienie definicji punktów 
i prostych urojonych, podanych w $ poprzednim, pociąga za 
sobą pytanie, czy własności szczególne punktów i prostych 
urojonych, jakie zdefinjowaliśmy w $ poprzednim, a miano- 
wicie własność punktu i prostej, iż punkt należy do prostej 
(prosta przechodzi przez punkt), własność punktu, iż jest on 
punktem właściwym, wzślędnie niewłaściwym, oraz własność 
2 prostych, iż są one wzajemnie równoległe, są zależne od 

207 
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układu spółrzędnych, czy też nie są. Innemi słowy powstają 
pytania następujące: 

1) jeżeli w jakimś układzie spółrzędnych punkt P należy 
do prostej d (prosta d przechodzi przez punkt P), to czy 
w razie zmiany układu spółrzędnych punkt P też będzie 
należał do prostej d? 

2) jeżeli w jakimś układzie spółrzędnych punkt P jest 
punktem właściwym, względnie niewłaściwym, to czy w razie 
zmiany układu spółrzędnych punkt P też będzie punktem 
właściwym, względnie niewłaściwym ? 

3) jeżeli w jakimś układzie spółrzędnych proste d, i d, 
są wzajemnie równoległe, to czy w razie zmiany układu spół- 
rzędnych proste d, i d, też będą wzajemnie równoległe ? 

Weźmy najpierw pod uwagę pytanie pierwsze. | 

Gbyby punkt i prosta, o których mowa w tem pytaniu, 
były rzeczywiste, to wtedy pytanie to nie miałoby, oczy- 
wiście, racji bytu. Albowiem nie punkt rzeczywisty i prostą 
rzeczywistą oraz ich własności zdefinjowaliśmy za pomocą 
układu spółrzędnych, lecz odwrotnie, opierając się na włas- 
nościach punktów i prostych rzeczywistych, znanych nam 
z Geometrji elementarnej, zdefinjowaliśmy układ spółrzędnych. 
Wobec tego własność pewneśo punktu rzeczywistego oraz 
pewnej prostej rzeczywistej, że punkt należy do prostej, 
istnieje dla nas niezależnie od wszelkiego układu spół- 
rzędnych. Z chwilą, gdy wprowadzamy układ spółrzędnych, 
to możemy tylko tej własności, istniejącej niezależnie od 
układu spółrzędnych, podporządkować w tym układzie pewien 
utwór algebraiczny. W razie zmiany układu spółrzędnych 
może zmienić się tylko utwór algebraiczny, podporządko- 
wany wymienionej własności geometrycznej. 

Inaczej rzecz się przedstawia, gdy albo punkt, o którym 
mowa w pytaniu pierwszem, jest urojony, albo prosta, 
o której mowa w tem pytaniu, jest urojona, albo, w końcu, 
zarówno punkt, jak i prosta, o których mowa w wymienio- 
nem pytaniu, są urojone. 

Własność punktu i prostej, iż punkt należy do prostej 
w razie, gdy punkt jest urojony, albo gdy prosta jest 
urojona, albo gdy zarówno punkt, jak i prosta, są urojone, 
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zdefinjowaliśmy w § 64 za pomocą spółrzędnych punktu 
i prostej, ta własność jest więc dla nas narazie Ściśle 
z układem spółrzędnych związana. Pytanie więc, czy w ra- 
zie zmiany układu spółrzędnych własność punktu i prostej, 
iż punkt należy do prostej, pozostanie zachowaną, jest 
w tym przypadku zupełnie na miejscu. 

Aby odpowiedzieć na nasze pytanie, przyjmijmy, że 
w jakimś układzie spółrzędnych jest dany punkt P o spół- 
rzędnych X,Y, Z oraz prosta d o spółrzędnych U, V, W. 
Zmieńmy teraz układ spółrzędnych. Spółrzędne punktu P, 
wzślędnie prostej d, w nowym układzie oznaczmy przez 
X,Y', Z', względnie przez U‘, V,W'. 

Możemy wtedy powiedzieć, że (str. 287 i 288): 

| X=v' |X sin PHY sin(P »)—Z|x,siafryosin(i w)ji, 

V=—p'fXsina+Ysin(u w) Z |x„sine y,sin(a-0)]|, 
nme Zi), 


U':=g* [U sin (o — a) + Vsin a], 
(6) V'=o" [U sin w — P) + ¥ sin fi], 
| w TW (U Xy HF yat tW) sin m, 


gdzie v“ i ¢" oznaczają jakiekolwiek liczby skończone, różne 
od 0. Stąd otrzymujemy, że: 
UX'+VY-W'Z'=p'p" [U sin (» — «)+V sina] | X sin ( + 
ŁY sin (P — 0) — Z [xsin B +yo sin (P— o); — o* o" [U sin (o — 
—$) + Vsin p] (Xsina + Ysin(a—0») —Z[x,sina + yo sin (a — »)]; 4 
Ho'o" (Uxo? V yo HW) Zsino » sin ($ — «) — = fo" U X [sin (w — 
— u) sin P — sin (» — 6) sin «] -+ e* o* VY [sin a sin {P — “)— 
— sin P sin (« — ») ] +o‘ ọ* W Z sin v sin (f — 0), czyli 
(7) U:X'+V'Y'4W' Z=o'o" sin w sin (8 — u). (UX+V Y +W Z). 
Z równości (7) wynika, że albo trójmiany UX+VY- WZ 
oraz U'X' -V'Y'+W*Z' obydwa jednocześnie są równe 0, albo 
też żaden z nich nie jest równy 0, t. zn. ($ 64) albo punkt 
P nałeży do prostej d w obydwu rozpatrywanych układach 
spółrzędnych, albo też punkt P nie należy do prostej d w żad- 
nym z rozpatrywanych układów spółrzędnych. Własność 
zatem pewnego punktu i pewnej prostej, że punkt należy 
do prostej, nie zależy od układu spółrzędnych. 
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Przejdźmy teraz do pytania drugiego. 

Jeżeli spółrzędnemi punktu P w jakimś układzie spół- 
rzędnych są liczby X, Y, Z, to w razie zmiany układu spół- 
rzędnych nowe spółrzędne X',Y,Z* punktu P wyrażają się 
przez dawne jego spółrzędne za pomocą wzorów (5). Mamy 
zatem Z'=o' Z sin (P—a), gdzie o jest liczbą skończoną, 
różną od 0. Stąd więc wynika, że albo liczby Z i Z' są 
obiedwie jednocześnie równe 0, albo też żadna z tych liczb 
nie jest równa 0, t. zn. albo punkt P jest jednocześnie w oby- 
dwu rozpatrywanych układach spółrzędnych punktem niewłaś- 
ciwym, albo też jest on jednocześnie w obydwu rozpatrywa- 
nych układach spółrzędnych punktem właściwym. Własność 
zatem punktu, ze jest on punktem właściwym, względnie 
niewłaściwym, nie zależy od układu spółrzędnych. 

Zwróćmy się, w końcu, do pytania ostatniego. 

Przyjmijmy, że w jakimś układzie spółrzędnych są dane 
2 proste d, i d) wzajemnie równoległe. Punkt niewłaściwy, 
wspólny tym dwu prostym, oznaczmy przez P. Zmieńmy 
teraz układ spółrzędnych. Z podanych wyżej rozważań wy- 
nika, że w nowym układzie spółrzędnych punkt P również 
będzie należał do każdej z prostych d, i d, i również będzie 
punktem niewłaściwym, proste więc d; i də również w nowym 
układzie będą posiadały punkt niewłaściwy wspólny, t. zn. 
będą prostemi równoleśłemi. A zatem własność 2 prostych, 
iż są one wzajemnie równoległe, nie zależy od układu spół- 
rzędnych. 

Jak więc widzimy, wszystkie własności szczególne punktów 
i prostych, zdefiniowane w § poprzednim, są od układu spół- 
rzędnych niezależne. 

Weźmy pod uwagę jakiekolwiek 2 proste d, i d», przed- 
stawione przez równania 


(8) A X B, Y-LC,Z=0, A; X -+ Ba Y+ Ca Z =0. 

Cały Rozdział II, jak to zaznaczyliśmy w § poprzednim, 
pozostanie w mocy, śdy opuścimy w nim wszędzie przymiotnik 
„rzeczywisty”. Możemy zatem powiedzieć, że warunkiem 


koniecznym i dostatecznym równoległości prostych d, i d, 
jest ($ 21) spełnienie równości A, Bą— A,B, =0. 
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Zmieńmy teraz układ spółrzędnych. Niechaj równania 
(9) A/X+B/Y+C/Z=0, A. X + BY VC, Z=0 
przedstawiają proste d, i d, w nowym układzie. Warunkiem 
koniecznym i dostatecznym równoległości prostych d; i də w no- 
wym układzie jest wtedy spełnienie równości A; B; — A,' B, =0. 
Lecz, jak widzieliśmy wyżej, proste d, i d albo są równoległe 
w obydwu układach, albo nie są równoległe w żadnym układzie. 
Stąd więc wynika, że albo równości A, B, — A,B, =0 
i A' Bọ —A;' By =0 obiedwie jednocześnie są spełnione, 
albo też żadna z tych równości nie jest spełniona. 

Sprawdzimy teraz to bezpośrednio, mianowicie znajdziemy 
zależność, zachodzącą pomiędzy wyrażeniami A, B, — A,B, 
oraz Ay By —A.' B;. 

Liczby A,, Bı, C,, względnie A», B., C», możemy uważać 
za spółrzędne prostej dı, względnie d», w pierwszym układzie 
spółrzędnych, liczby zaś Ay, By, Cy, względnie 4, By, C>, 
możemy uważać za spółrzędne prostej dą względnie d», 
w drugim układzie spółrzędnych, a zatem. [równ. (6]]: 


Ay = e, [A, sin (» — a) -+ B, sin a], 
B,‘ = M [4 sin (w — p) + B, sin PI, 
A, = o (A; sin (w — a) +- B sin a), 
B, = Q; [Arsin (0 — f) -+ B, sin P), 
gdzie o, i 02 są liczbami skończonemi, różnemi od 0. Mamy 
więc Ay By — A, By = 
= © fe [A; sin (w — a) -+ B, sin a] [A, sin (o — P) + B; sin B] — 
— © 0: [A> sin (© — a) +- By sin a] [A, sin (» — P) + B, sin ĝi], 
czyli (po wykonaniu redukcji): 
(11) A'B; — A; B‘ =p, 0, sin » sin (Ñ — a) . (A, Be — A, By). 
Z równości (11) widać już bezpośrednio, że albo wiełkości 
A, B, — A, B; oraz Ay B;' — A'B; obiedwie jednocześnie są 
równe 0, albo też żadna z tych dwu wielkości nie jest równa 0. 
Jeżeli proste d, i dọ przedstawione przez równania (8), 
są właściwe i rzeczywiste, to warunkiem koniecznym i dosta- 
tecznym ich prostopadłości jest spełnienie równości (str. 151) 


(12) A, A. + B, B, —(A; B, + A, B,) cos vw =0. 


(10) 
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Spełnienie równości (12) będziemy uważali za warunek ko- 
nieczny i dostateczny prostopadłości prostych, przedstawionych 
przez równanie (8), również w tym przypadku, gdy przynaj- 
mniej jedna ż tych prostych jest niewłaściwa lub urojona. 
Innemi słowy wprowadzamy definicję następującą: 

Dwie proste d, i d, przedstawione przez 
równania A4,X--B,Y-+C,Z=0i A,X--B,Y-+C,Z =(, 
z których przynajmniej jedna jest niewłaściwa 
lub urojona, nazywamy wzajemnie prostopadłe- 
mi, gdy jest spełniona równość A, Æ -+ B, B: — 
— (A; B, + A; Bı) cos o =0. 

Prostą niewłaściwą uważamy więc za prostopadłą do 
każdej prostej. 

Sprawdźmy, czy własność 2 prostych, iż są one wza- 
jemnie prostopadłe, jest niezależna od układu spółrzędnych. 
W tym celu winniśmy znaleść zależność pomiędzy wyraże- 
niami A, A, + B,B,— (A, B;+- A,B;)cosw oraz A;' A. By B3 — 
—(A,' B,' -+ Ax B,') cos »', gdzie Ay', By, A>, B mają takie zna- 


czenie, jak we wzorach (10), kąt zaś œ jest to kąt, jaki 
tworzą z sobą zwroty dodatnie nowych osi spółrzędnych. 
Możemy powiedzieć, że cos œ= cos (fi — a) [nie moglibyśmy 


jednak powiedzieć, że sin«' =sin (B — «); moglibyśmy tylko 
powiedzieć, że sin œ == + sin (BP — a)l. Wstawiwszy w wyrażenie 
A'A ‘+ Bi Bt — (A, B} + A By') cos w* zamiast Ai‘, Bi‘, A, Ba 
strony prawe równości (10) oraz zamiast dostawy kąta »' do- 
stawę kąta B— a, otrzymamy (po wykonaniu redukcji oraz 
pewnych łatwych uproszczeń): 
(13) A'A’ By Bt — (At B> +A; By) cosw'== 

= 0; 02 sin? (B — a) . [A, A> + B: Ba — (4, B, -+ A» B1} cos ol. 

Z równości (13) możemy wywnioskować, że własność 
2 prostych, iż są one wzajemnie prostopadłe, jest niezależna 
od układu spółrzednych. 

Kwadrat odległości ò dwu punktów właści- 
wych (xnyi}i (xa y2) z których przynajmniej jeden 
jest punktem urojonym, definjujemy za pomoca 
wzoru ($ 29) 


(14) & = (x, — x.) + (pr — ya)" + 2 (xı — xo) (yı — Y2) cos; 
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styczne kątów, jakie tworzą z sobą dwie proste 
właściwe 4,X--B,V+-C,Z=0 i A,XAHB,Y-- (QGZ=0, 
z których przynajmniej jedna jest urojona, 
definjujemy za pomocą wzoru ($ 30) 

(A, B: — A; Bi) sin w 5 
A; A, + B, B; — (A, B: + A, B,) cos o 


kwadrat odległości ò punktu właściwego P 
o spółrzędnych Descartesa «, iy, od prostej 
właściwej d, przedstawionej przez równa- 
nie AX--BY+CZ=0 w razie, gdy punkt Pjest 
urojony, albo gdy prosta djesturojona, albo, 
w końcu, gdy zarówno punkt P jak i prosta 
d są urojone, definjujemy za pomocą wzoru ($31) 
(Ax, By, + CP sinw 

A* - B* —2ABcosw ` 

T. zn. wymienione wielkości definjujemy za pomocą wzo- 
rów, które otrzymaliśmy dawniej w przypadku punktów 
i prostych rzeczywistych. 

Wstaw i dostaw kątów, jakie tworzą z sobą 2 proste 
właściwe, z których przynajmniej jedna jest urojona, definjo- 
wać nie potrzebujemy, są one bowiem przez styczne tych 
kątów określone. 

Łatwo moglibyśmy się przekonać, że liczba, wyrażająca 
kwadrat odległości dwu punktów właściwych, liczby, wyra- 
żające styczne kątów, jakie tworzą z sobą 2 proste właściwe, 
oraz liczba, wyrażająca kwadrat odległości punktu właściwego 
od prostej właściwej, nie zależą od układu spółrzędnych. 

Jeżeli przynajmniej jeden z 2 punktów 
właściwych P;(x,,y;) i Po(xs,y,) jest punktem uro- 
jonym, to środkiem odcinka, którego pun- 
ktami krańcowymi są punkty P, i P,, nazy- 


[15) té 0 == 


(16) W 


AL 
wamy punkt S o spółrzędnych ACERO i 20" lya). 
Za pomocą bardzo prostego rachunku można wykazać, 
że jeżeli x“ iyı, względnie x, i ya, oznaczają spółrzędne 
punktu P,, względnie P., w jakimś innym układzie spółrzęd- 
nych, to spółrzędne punktu S w tym układzie spółrzędnych 
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można napisać w postaci: ACE Xx») i ACZ + ys'), co dowo- 


dzi, że punkt S jest środkiem odcinka P, Pə również w tym 
innym układzie spółrzędnych. A zatem środek odcinka od 
układu spółrzędnych nie zależy. 

Jeżeli przynajmniej jedna z 2 różnych pro- 


stych właściwych nierównoległych A,x-|-B,y-- 


-+C =0 i A;x-B,y--C,=0 jest prostą urojoną, to 
dwusiecznemi kątów, jakie tworzą z sobą te 
proste, nazywamy 2 proste 


A+ x Byt CG + A:x-+ Bay + C, 
VA*—B;?—24A,B,coso VAF -+BF— 2A; B. coso 
gdzie w obydwu mianownikach przez pierwia- 
stek kwadratowy rozumiemy którykolwiek 


pierwiastek kwadratowy z liczby, znajdującej 
się pod znakiem i 


Jeżeli, w założeniu, że 


punkty (X1, YZ) i (Xa Ya, Zo) 
są różne, przynajmniej 
jeden z 4-ech punktów 
Pi (2,,X, LTAT Yi b Mia Yu 
ku Zi F hy: Ze), Pe (4, X, 4 
Har Ka, ky Yi + WAŻ An Z, + 
F ka Z), P; (43: Xi f baz Xas 
Kąt yY, F Asz Ya ky Zi T fae Z), 
Piu X, T haz Xo, ha Yi tr kad, 
ku Z, HAZ), leżących na 
jednej prostej, jest 
punktem urojonym, to 
dwustosunkiem (P;, Pa 


proste (U,V,,W,) i (Uz, Vz, W3) 
są różne, przynajmniej 
jedna z 4-ech prostych 
di Ui + Ara Uz łą, Vitii Va 
ha Wi + ky Wa); d, Pai U, + 
Fie Us ka V, hs Vi ha Wi T 
+ ira Wa), dz Gai Ur + 25: U:, 
har Vi H Paa Vasta Wi +h Wa), 
d, (a U, t Ass Us, ku V, LAT 
ha W; +4+W.), przecho- 
dzących przez jeden 
punkt, jest prostą uro- 
joną, to dwustosun- 


Ps; P) tych ezterech (kiem (ditd; dn d) tych 
punktów 4-ech prostych 
"has Àa i kg; = 
Rizs has har hss 
nazywamy liczbę —. ca RE cad 
mis ka sen 41 
hiss Ajal hes Aas 
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Stąd wynika, że twierdzenia, dotyczące wartości dwu- 
stosunku 4-ech punktów, względnie 4-ech prostych, przedsta- 
wionych przez równania, lub spółrzędne, specjalnego kształtu, 
stosują się nietylko do punktów i prostych rzeczywistych, lecz 
do punktów i prostych jakichkolwiek. 

Dwustosunek nazywamy harmoniczny m, jeżeli jest on 
równy — 1. 

Łatwo można dowieść, że dwusieczne kątów, utworzo- 
nych przez 2 proste, jak również dwustosunek 4-ech punktów, 
względnie 4-ech prostych, nie zależą od układu spółrzęd- 
nych. 

Opierając się na podanych wyżej definicjach, można wy- 
kazać, że twierdzenie Pappus'a jest prawdziwe zawsze (t. zn. 
nietylko w przypadku punktów i prostych rzeczywistych), że 
środek odcinka, którego punktami krańcowymi są punkty 
właściwe P, i P», zawsze jest sprzężony harmonicznie z pun- 
ktem niewłaściwym prostej P, P, względem punktów P, i P,, 
jak również, że dwusieczne kątów, utworzonych przez proste 
d, i d}, zawsze są sprzężone z sobą harmonicznie względem 
tych 2 prostych. 


Uwaga 1. Wzór (15) możemy uważać za wzór, wyraża- 
jący styczne kątów, jakie tworzą z sobą jakiekolwiek 2 proste, 
niekoniecznie właściwe; będziemy mieli wtedy, że w razie, 
gdy przynajmniej jedna z 2 prostych d, i dą jest niewłaściwa, 
zawarte pomiędzy temi prostemi kąty są nieoznaczone. Tak 
samo, wzór (16) możemy uważać za wzór, wyrażający kwadrat 
odległości punktu właściwego od jakiejkolwiek prostej, nieko- 
niecznie właściwej; z tego wzoru będzie wtedy wynikało, 
że odległość punktu właściwego od prostej niewłaściwej jest 
nieskończenie wielka. 


Uwaga 2. W $ niniejszym zaznaczyliśmy różnicę, jaka 
zachodzi pomiędzy punktami i prostemi rzeczywistymi z jednej 
strony, oraz punktami i prostemi urojonymi z drugiej strony. 
Powiedzieliśmy mianowicie, że punkty i proste rzeczywiste 
istnieją dla nas niezależnie od jakiegokolwiek układu spół- 
rzędnych, wobec cześo np. własność punktu i prostej, iż punkt 
należy do prostej, jest od układu spółrzędnych niezależna; 
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nątomiast własności punktów i prostych urojonych uważaliśmy, 
początkowo przynajmniej, za związane z pewnym układem 
spółrzędnych, wobec czego w każdym poszcześólnym przy- 
padku zachodziła potrzeba badania, czy dana własność w razie 
zmiany układu spółrzędnych pozostanie zachowana. Nie na- 
leży jednak stąd wnioskować, żeby ta różnica pomiędzy 
punktami i prostemi rzeczywistymi oraz punktami i prostemi 
urojonymi zachodziła bezwzględnie. Jest ona zupełnie przy- 
padkowa, odpowiada mianowicie ujęciu Geometrji analitycznej 
w ten, a nie inny, sposób. U nas pochodzi ona stąd, że na 
początku oparliśmy się tylko na Geometrji elementarnej, 
skutkiem czego z góry uważaliśmy za znane tylko punkty 
i proste rzeczywiste; punktów i prostych urojonych nie uwa- 
żaliśmy za znane, a zatem musieliśmy je dopiero zdefinjować. 
Gdybyśmy zaś oparli się nietylko na Geometrji elementarnej, 
lecz również np. na Geometrji rzutowej, to moglibyśmy z góry 
uważać za znane nietylko punkty i proste rżeczywiste, lecz 
również punkty i proste urojone, a wtedy zarówno punkty 
i proste rzeczywiste, jak też punkty i proste urojone, oraz 
ich własności podstawowe istniałyby dla nas niezależnie od 
wsżelkiego układu spółrzędnych. 

Możnaby ująć Geometrję analityczną jeszcze inaczej, mo- 
żnaby mianowicie każdy punkt i każdą prostą (nietylko punkt 
urojony i prostą urojoną) oraz wszelkie ich własności definjo- 
wać za pomocą spółrzędnych. Gdybyśmy wtedy przyjęli możli- 
wość zmiany układu spółrzędnych przyczem założylibyśmy, 
że zmiana układu spółrzędnych nie powoduje zmiany samych 
punktów i prostych, że może tylko spowodować zmianę ich 
spółrzędnych, to w takim razie zachodziłaby potrzeba spraw- 
dzania, czy własności wszelkich punktów i prostych (nietylko 
punktów i prostych urojonych) są zależne od układu spół- 
rzędnych. W tem ujęciu Geometrja analityczna posiadałaby 
wygląd raczej nauki algebraicznej. 

Przy sprawdzaniu, czy dane własności są od układu 
spółrzędnych niezależne, jak również wogóle przy wy- 
szukiwaniu własności, niezależnych od układu spółrzęd- 
nych, wielkie usługi może nam oddać t. zw. Teorja niezmien- 
ników. 
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§ 66. Punkty, względnie proste, sprzężone. 

Dwa punkty nazy- Dwie proste nazy- 
wamy sprzężonymi wamy sprzężonemi 
jeżeli mogą one być przedstawione przez 
spółrzędne jednorodne Hesse'fgo, będące 
liczbami zespolonemi sprzężonemi 

A więc, np. trójki liczb a, -iao b, Eib,, c,-+ic; oraz 
a,—iay, by—ibs; cy—ic„ uważane za spółrzędne jedno- 

rodne Hesse'fo dwu 
punktów, przedstawiają 2 prostych, przedstawiają 2 pro- 
punkty sprzężone. Te 2 punkty ste sprzężone. Te 2 proste 
możemy przedstawić również przez spółrzędne © (a, -- ia), 
o(b, tiba), e (c; Tic) oraz t' (a, —ia;), 0' (b, —ib;), 9' (©, —icz), 
śdzie v i œ są to jakiekolwiek*2 liczby skończone i różne 
od 0. Jeżeli o-E©', to pary liczb e(a,--ia;) i g' (a, —ias), 
o (b, ib.) i o'(b;—ibs), olci tic) i Q' (c, —ic;) nie są 
parami liczb zespolonych sprzężonych, a zatem 2 punkty, 
względnie 2 proste, sprzężone mogą być przedstawione 
również przez spółrzędne jednorodne Hesse'śo, nie będące 
liczbami zespolonemi sprzężonemi. 

Jeżeli rozpatrywane 


punkty sprzężone są właściwe, | proste sprzężone nie prze- 


to możemy je przedstawić 
również przez spółrzędne Des- 
cartes'a. Spółrzędnemi Des- 
cartes'a rozpatrywanych punk- 
tów 


b ib, 
©, 1 Cą 


a, Frida , 


są liczby SET 


aitia, , bitib 


oraz 


chodzą przed początek ukła- 
du spółrzędnych, to możemy 
je przedstawić również przez 
spółrzędne Pliicker'a. Spół- 
rzędnemi Pliicker'a rozpatry- 
wanych prostych 

bi— ib, 
ć, ic Ý 


dı —İ üo. 


- Lecz 
Cı — i Cz 


jeżeli liczby P SA i ETA oznaczymy odpowiednio przez 
, MES . a, — ia; , by —ib; 
r, +- irs Oraz sı 4- is, to liczby TEF i TA będą wtedy 


równe odpowiednio r; —ir; oraz s; —isS;. 


Jak więc widzi- 


my, spółrzędne 


Descartesta dwu punktów 


Pliicker'a dwu prostych 


o. a 


sprzężonych są zawsze liczbami zespolonemi sprzężonemi. 
Własność dwu 


punktów, iż są one punktami 
sprzężonemi, 


prostych, iż są one prostemi 
sprzężonemi, 


nie zależy od układu spółrzędnych. 


Punkt rzeczywisty może- 
my uważać za sprzężony 
z samym sobą. Albowiem 
spółrzędne X, Y, Z punktu 
rzeczywistego, będące licz- 
bami rzeczywistemi, możemy 
napisać zarówno w postaci: 
X--1.0, Y+i.0, Z--i.0, jak 
też w postaci X—i,0, Y— 
= IAORZ= M0. 


Prostą rzeczywistą może- 
my uważać za sprzężoną 
z samą sobą. Albowiem spół- 
rzędne U, V, W prostej rze- 
czywistej, będące liczbami rze- 
czywistemi, możemy napisać 
zarówno w postaci: U--i,0, 
V--i.0, W--i.0, jak też 
w postaci U—i.0, V—i,0, 
W—i.0. 


Odwrotnie, jeżeli 2 
punkty sprzężone nakrywają | proste sprzężone nakrywają 


się, to są one punktami rze- 
czywistymi. 


się, to są one prostemi rze- 
czywistemi. 


Przypuśćmy bowiem, że 2 


punkty sprzężone P; (a, +i ax, 

b, +ib, c; +ic,) oraz P, (a, — 

—ia,, b,—ib,, cy — ic) 
nakrywają się. 


(1) (a, +ia;) : (b, +7 b) $ (c, 


proste sprzężone d, (a, +i ag, 
b, +ib., c;-Fic,) oraz d (a, — 
— ia, b, —ib,, c, —icy) 


W takim razie są spełnione równości 
ic, ==(a,—ia)) i (b,—4b,) | (c, 


i ca), 


t zn. 3 równości: (a, +i a.) : (b, +ib) = (a, — ia.) : (b, — i by), 
(artia) 2 (c, + i cs) = (a, — i a4) : (c, —ic.), (b, + ib.) : (c, + i c.)== 


— (b, — i b>) : [cy —ic,), czyli 


(2) a,b:— a,b; =0, a, caca =0, b,c,—b.c, "0. 


Lecz z równości (2) wynika: 


(3) äı -br:o = 


Edi: Oy : c: 


_ 


t. zn. ($ 64) punkty P, i P, są rzeczywiste. 
A zatem 2 


punkty urojone sprzę- 
żone 


proste urojone sprzę- 
żone 


zawsze są różne. 
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« 


Niechaj będą dane 2 

punkty urojone sprzężone P, | proste *urojone sprzężone d, 
(a, -Hian bi Hiba cı Hic oraz (a, Fi aą, by-|-i ba, c, Fic) oraz 
P, (a; — i az, b, —ib,, cy —icy). d, (a; — ia, b, — i bz, c, — i ca). 
Te punkty możemy przed- , Te proste możemy przed- 
stawić przez równania (a, -|- | stawić przez równania (a; —- 
"1 agjel/ EA PAW) FE |--+ raj AE Prozy N NIET 
-|- (cq + i cy) W 0 oraz (a,— | +ic.) Z =0 oraz (a, —i a) X+ 
— i az) U+ (b, — bz) V-(c— | (bi — ib) Y+ (e, — ice) Z=0, 
— i cy) W =0, czyli przez rów- czyli przez równania 

nania 


a,U - b, VW -- c, W + 


a, X + b Y L c; Z 


Hilas U -+ b V-t- ceW) =0, Hila: X+ b Y+-c,Z)=0, 
(a)i a, U +b, V Fe W- Ub axte YE, Z— 
— ilas Ub,V--c,W)=0. —i (aX Hb YF ea Z)=0. 
Stąd wynika, że prosta Stąd wynika, że punkt 
rzeczywista, łącząca punkty rzeczywisty, w jakim przeci- 
rzeczywiste nają się proste rzeczywiste 
| a, U--b, Vc 4 =0, |a X b, Y - c, Z=0, 
Ba U ŁóVeką Wo, | ©” | a Xd Vera E Y 


przechodziprzez każdyzpunk- należy do każdej z prostych 

tów Pi P, jest zatem prostą, d, i dọ jest zatem punktem 

łączącą te 2 punkty. przecięcia się tych 2 prostych. 
Mamy więc: 

Prosta, łącząca dwa Punkt przecięcia się 
punkty urojone sprzę- 2 prostych urojonych 
żone, jest zawsze pro-. sprzężonych jest zawsze 
stą rzeczywistą. | punktem rzeczywistym. 

Przypuśćmy, że punkty urojone sprzężone P, i P) są 
właściwe. Możemy je wtedy przedstawić przez spółrzędne 
Descartes'a r, +- ir» s;|-isy, Oraz r, —ir, Sı—is, Spół- 
rzędnemi środka odcinka o punktach krańcowych P, i P, są 


wtedy liczby (§ 65): i (m + ir, + ry — ir) = r, oraz (sı t-is, + 


+sı—is)=s;, Otrzymaliśmy, więc że środek odcinka, 
którego punktami krańcowymi są dwa punkty 
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właściwe urojone sprzężone, jest punktem rze- 
czywistym. 

Weźmy teraz pod uwagę 2 proste właściwe nierówno- 
ległe urojone sprzężone dļa, |-ia,, b, |-ib,, c; -|-iC>), oraz 
də (a, —ia,, b,—ibs, cı—ic). Te proste możemy przedsta- 
wić przez równania: 


(a, + ia.) X + (b, + ib.) Y + (c, Hic) =0 


oraz 


(a; ia.) X + (b, — ib.) Y+ (c,—ic,)Z=0 


(6) 


Dwusiecznemi kątów, jakie tworzą z sobą proste d, i də, 
są proste (§ 65): 
(a; + iaą) x + (by ri b.) y +e, +i c i 
| m*+in 
c (a, —i a) x + (b, — ib.) y-rc;,—ic, 


| m—=in 


17) 
=0 


gdzie m = a? — a + by? — ba” — 2 (a, by — aa by) cos w oraz 
n=? |a, a; +b, ba — (a; ba +a bi) cos w]. Jeżeli ym+in ozna- 
czymy przez p+iq, to w takim razie liczba | m—in będzie 
równa albo + (p—iq), albo —(p—iq). Lecz jako Vm—in 
możemy wziąć którykolwiek pierwiastek kwadratowy z liczby 
m in, weźmy więc np. p—iq. Równania (7) możemy wtedy 
napisać w postaci: 


a; + ia. b; +ib, L c; -f Í Cz 
te? p+iq ET piq” ` p+iq 
a,—iaą , by=ib, , cy=ia 
EST = T —J =0. 
HS p—iq p—iq”  p—iq 
-+|- 2 + 4- Í 3 . » 
Oznaczywszy Eai JE da 8 8 odpowiednio 


ptiq' ptią' p+iq 
przez r; ir, Sy+iss, tytity, jako równania rozpatrywanych 
dwusiecznych otrzymamy równania 
(ry tir) xt(s, tis.) y+(t, tih) 

t ((rr — ir.) x + (s,— is) y + (ty —11,)] =0, 
czyli (po podzieleniu przeż 2, wzgl. 2 i) równania 
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(9) ratsy tt ==0 oraz rsxt-szy+ta =0, 


A zatem dwusieczne kątów, utworzonych 
przez 2 proste właściwe nierównoległe uro- 
jone sprzężone, są prostemi rzeczywistemi. 


$ 67. Punkty kołowe płaszczyzny. Proste zerowe. — 
W razie przejścia w płaszczyźnie właściwej od jedneśo 
układu spółrzędnych do innego układu, spółrzędne jakiegoś 
punktu, względnie jakiejś prostej, tej płaszczyzny mogą się 
zmienić. Mogą, lecz nie muszą. Samo przez się nasuwa 
się więc pytanie, czy w płaszczyźnie właściwej istnieją takie 
punkty, względnie proste, których spółrzędne we wszystkich 
układach spółrzędnych są jednakowe. 

Przedewszystkiem możemy powiedzieć, że prosta nie- 
właściwa płaszczyzny właściwej we wszystkich układach spół- 
rzędnych tej płaszczyzny posiada te same spółrzędne. Miano- 
wicie za spółrzędne jednorodne Hesse'śo prostej niewłaściwej 
w każdym z tych układów możemy uważać: liczby 0,0, 1. 

Weźmy teraz pod uwagę jakąkolwiek prostą właściwą d, 
leżącą w rozpatrywanej płaszczyźnie. Przypuśćmy najpierw, 
że prosta d jest rzeczywista, Przyjąwszy 2 układy spółrzęd- 
nych, z których jeden posiada początek na prostej d, drugi 
zaś zewnątrz tej prostej, możemy powiedzieć, że prosta d w tych 
dwu układach nie może być przedstawiona przez te same 
spółrzędne: albowiem trzecia spółrzędna W prostej d w pierw- 
szym z wymienionych układów jest równa 0, w drugim zaś 
z tych układów jest różna od, 0. Przypuśćmy teraz, że prosta 
d jest urojona. Prosta d posiada wtedy jeden (i tylko jeden) 
punkt rzeczywisty P ($ 64). Jeżeli punkt P jest punktem 
właściwym, to przyjąwszy 2 układy spółrzędnych, z których 
jeden posiada jako początek punkt P, drugi zaś posiada jako 
początek jakiś punkt, różny od punktu P, możemy powiedzieć, 
że prosta d w tych dwu układach nie może być przedstawiona 
przez te same spółrzędne (albowiem trzecia spółrzędna W 
prostej d w pierwszym z wymienionych układów jest równa 0, 
w drugim zaś z tych układów jest różna od 0). Jeżeli nato- 
miast punkt P jest punktem niewłaściwym, to przyjąwszy 

F. Włodarski, Geom. anal. pł., cz. I. 21 
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2 układy spółrzędnych, z których jeden posiada jako oś u-ów 
prostą, przechodzącą przez punkt P (t. zn. równoległą do 
prostej d), drugi zaś posiada jako oś u-ów prostą, nie prze- 
chodzącą przez punkt P (t. zn. nierównoległą do prostej d), 
możemy powiedzieć, że prosta d w tych dwu układach nie 
może być przedstawiona przez te same spółrzędne: albowiem 
pierwsza spółrzędna U prostej d w pierwszym z wymienionych 
układów jest równa 0, w drugim zaś z tych układów jest 
różna od 0. 

Przychodzimy więc do wniosku, że z pośród prostych, 
leżących w płaszczyźnie właściwej, tylko jedna prosta nie- 
właściwa we wszystkich układach spółrzędnych tej płaszczyzny 
posiada takie same spółrzędne. 

Przejdźmy teraz do punktów, Niechaj P będzie jakim- 
kolwiek punktem właściwym, leżącym w rozpatrywanej pła- 
szczyźnie. Zawsze istnieje (przynajmniej jedna) prosta rzeczy- 
wista d, przechodząca przez punkt P. Prosta d jest właściwa, 
albowiem zawiera punkt właściwy P. Przyjąwszy 2 układy 
spółrzędnych, z których jeden posiada jako oś x-ów prostą d, 
drugi zaś posiada jako oś x-ów jakąś prostą, nie przechodzącą 
przez punkt P, możemy powiedzieć, że punkt P w tych dwu 
układach nie może być przedstawiony przez te same spół- 
rzędne: albowiem druga spółrzędna Y punktu P w pierwszym 
z wymienionych układów jest równa 0, w drugim zaś z tych 
układów jest różna od 0. 

Pozostaje nam więc jeszcze pytanie: czy w płaszczyźnie 
właściwej istnieją punkty niewłaściwe, których spółrzędne we 
wszystkich układach spółrzędnych tej płaszczyzny są jedna- 
kowe? 

Aby odpowiedzieć na to pytanie, weźmy pod uwagę 
zbiór > wszystkich układów prostokątnych spółrzędnych. Ten 
zbiór rozbijmy następnie na 2 zbiory G, i G, w sposób na- 
stępujący: 

1) pewien, dowolnie zresztą wybrany, układ prostokątny 
U spółrzędnych zaliczamy do zbioru G;; 

2) każdy inny układ prostokątny U‘ spółrzędnych zaliczamy 
do zbioru G, lub G, w zależności od tego, czy zwroty dodatnie 
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pęków promieni, których wierzchołkami są początki układów 
U iU', są jednakowe, czy też przeciwne. 

Jeżeli więc jakieś 2 układy prostokątne spółrzędnych 
należą obydwa jednocześnie albo do zbioru G,, albo do zbioru 
G., to w takim razie zwroty dodatnie pęków promieni, których 
wierzchołkami są początki wymienionych układów, są jedna- 
kowe. Jeżeli zaś z pośród 2 układów prostokątnych spół- 
rzędnych jeden należy do zbioru G;, drugi zaś do zbioru G;, 
to w takim razie zwroty dodatnie pęków promieni, których 
wierzchołkami są początki wymienionych układów, są prze- 
ciwne. 

Weźmy teraz pod uwagę jakikolwiek układ prostokątny 
spółrzędnych. Ten układ należy do jednego ze zbiorów G, 
i G;, np. do zbioru Gy. Oznaczmy ten układ literą U. Spół- 
rzędne jakiegokolwiek punktu niewłaściwego P w układzie 
U oznaczmy przez X,Y,0. Jeżeli teraz spółrzędne punktu 
P w jakimkolwiek innym układzie U‘, należącym do tego 
samego zbioru G,, oznaczymy przez X, Y',0, to w takim razie 
będziemy mieli proporcję |str. 288, wz. (26]]: 


(1) X : Y = (X' cos a — V'sina) : (X' sin a + V' cos a). 


Przypuśćmy, że punkt P w obydwu układach U i U‘ posiada 
takie same spółrzedne, t. zn. 


(2) Xi ym X Y; 
Z proporcji (1) i (2) wynika wtedy: 
(3) ' X. Y = (X cosu — Y sin a) : (X sin a -+ Y cos a). 
Stąd zaś otrzymujemy: 
|å X = X cos u — Y sina, 
| AY = X sin a -- Y cos a, 
czyli 
(4) | X (cos «—4/)—Yy sin a = 0, 
| X sina -+ Y(cos«— Ah) =0. 


Ponieważ, według założenia, trzecia spółrzędna Z punktu 
P jest równa 0, przeto przynajmniej jedna ze spółrzędnych 
X i Y jest różna od 0, z równości (4) wynika zatem 
r | a 
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cos « — A, — sin a | A 
sin a, cos « — A 
czyli 
(5) i? —2hcos a -1 =0. 
Z równania (5) otrzymujemy na A dwie wartości: 
(6) } = cos u + y cost a — 1 =cosa+ i sina. 
Wstawiwszy teraz w równości (4) zamiast A najpierw wy- 
rażenie cosa—i sina, następnie wyrażenie cosa--i sina, 
otrzymamy 2 pary równości: 


(7) iXsina—Ysina=0), AXAsina-iysina=0; 
(8) — i X sin &— Y sina =0, Xsina— i Y sin a =0. 

Gdyby było sina=0, t.zn. gdyby było a=0, x, 2x, 31, 
A , to zarówno równości (7), jak też równości (8), 


- byłyby spełnione zawsze, t. zn. bez względu na wartości Xi Y. 
Innemi słowy, gdyby osi odciętych, a zatem także i osi rzęd- 
nych, obydwu układów U i U' były równoległe, to wtedy 
każdy punkt niewłaściwy w obydwu układach U i U‘ posia- 
dałby takie same spółrzędne. 

Przypuśćmy teraz, że sina +4 0. Równości (7) i (8) możemy 
w tym przypadku podzielić przez sina. Otrzymamy wtedy: 


(9) iX—Y=0, X+iY=0; 
(10) —IX—YV=(0, X—i1Y=0. 


Z każdej z pośród równości (9) wynika X:Y=l:i 
z każdej zaś z pośród równości (10) wynika X:Y=1:—i. 

Jeżeli więc sina # 0, to liczby 1, i, 0, względnie 1, —i, 0, 
uważane za spółrzędne jednorodne Hesse go punktu, w każdym 
z układów U i U' przedstawiają jeden i ten sam punkt nie- 
właściwy, który oznaczmy np. przez Jı, względnie Ją. Lecz 
widzieliśmy wyżej, że w razie, gdy sina=(, każdy punkt 
niewłaściwy posiada w obydwu układach U i U' jednakowe 
spółrzędne. Możemy więc powiedzieć, że bez względu na 
wartość kąta u, każdy z dwu punktów niewłaściwych J; oraz 
Ja posiada w obydwu układach U i U' jednakowe spółrzędne. 
Ponieważ spółrzędne 1, i, 0 oraz 1,—i, 0 punktów J; oraz J> 
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w układach U i U‘ nie zależą również od wielkości xn, Vo 
mamy zatem: 

Na prostej niewłaściwej istnieją 2 i tylko 2 punkty Jı 
oraz J,, które we wszystkich układach prostokątnych, nale- 
żących do zbioru G;, mogą być przedstawione przez te same 
spółrzędne, mianowicie przez spółrzędne 1, i,0 oraz 1, — 4,0. 

Zobaczmy teraz, jakie spółrzędne posiadają punkty J, 
oraz Ją w układach prostokątnych, należących do zbioru G>. 

W razie przejścia od jakiegokolwiek układu U, nale- 
żącego do zbioru G;, do jakiegokolwiek układu U', należą- 
cego do zbioru G», mamy proporcje [str. 289, wz. (31)]: 


(11) X TY: Z'=[X cos a -+ Y sin a — Z (xo cos « -|-yosina)]: 
: [X sin a — Y cos a — Z (xo sin a — yn cos a]] : Z. 


Aby więc znaleść spółrzędne punktu Jı, względnie Jx 
w układzie U', należy we wzór (11) zamiast X, Y, Z wstawić 
1, i 0, względnie 1,—i, 0. Otrzymamy wtedy: X' . y": Zt = 
= (cos a + isin o) : (sin a — i cos a) :0, względnie X':Y': Z = 
== (cos u — i sin a) : (sin u +- i cos a) : 0, czyli X 1Y'.Z'=1: 
:—i.0, względnie X :YV':Z:=lvi:0. 

A zatem liczby 1, i, 0, uważane za spółrzędne jednorod- 
ne Hesse'fgo, w układzie U' nie przedstawiają już punktu J,, 
lecz punkt Ją; liczby zaś 1,—i,0, uważane za spółrzędne 
jednorodne Hesse'go, w układzie U' nie przedstawiają już 
punktu J», lecz punkt J,- 

Możemy więc powiedzieć, że w płaszczyźnie właściwej 
niema takich punktów, które we wszystkich układach spół- 
rzędnych tej płaszczyzny posiadałyby te same spółrzędne. 

Chociaż w wyniku naszych rozważań doszliśmy do 
wniosku, że w płaszczyźnie właściwej punkty, o jakie nam 
chodziło, nie istnieją, to jednak te rozważania doprowadziły 
nas do dwu punktów J; i Ją, które odgrywają w Geometrii 
analitycznej znaczną rolę. Dlatego też zbadamy te punkty 
dokładniej, poszukamy mianowicie ich spółrzędnych również 
w układach nieprostokątnych. 

Przejdźmy w tym cełu od jakiegoś układu prostokątnego 
U, do jakiegokolwiek innego układu U (niekoniecznie prosto- 
kątnego). Mamy wtedy proporcję [str. 288, wz. (23)]: 


— 326 — 
(12) XLV: Z' = [X sin P — Y cos | — Z(x,sinf —v, cos (1]] : 
: —|Asin«— Y cos a — Z (x sin a — y,cosa)] : [Z sin (B — a). 


Wstawmy tu zamiast X,Y,Z liczby 1, i, 0, względnie 
1,—i, 0. Otrzymamy wtedy: 


(13) X' 1 Y'= (sin fi — icosf) . — (sin « — i cos 4), 

względnie 

(14) X. y' = [sin Ñ + i cos P) : — (sin « + i cos 4). 5 
Lecz sin B — i cos B = — i (cos B -+ i sin B) = — ie' "(gdzie 

e oznacza zasadę logarytmów naturalnych oraz Ď oznacza 

miarę bezwzględną kąta ß), sina —icos u =— i (cosa +- 

-+ i sin a) =—ie'*, sin P - icos p= i (cosp —isinf))=ie ' H, 


sin a -+ į cos & = i (cos a — i sin a) =ie '7, z proporcji zatem 
(13), względnie (14), wynika: X': Y' =— eb; el", względnie 
X Ware Wiesz, czyli X TY ŚW e i(«—B) , wzślęd- 
nie X': Y'==] : — FETS 

Otrzymaliśmy więc, że: punkt, którego spółrzędnemi 
w układzie prostokątnym U, są liczby 1, i, 0, w układzie U 
posiada spółrzędne 1, — e' (*-P), 0; punkt zaś, którego spół- 
rzędnemi w układzie prostokątnym U, są liczby 1,— 4,0, 
w układzie U posiada I sę TERO O 

Lecz: 


(15) | ei (66) = cos (a — fi) + i sin (a — fi), 
| e! (P=9 = cos (P — u) -+i sin (P — u). 

Jeżeli zwroty dodatnie pęków promieni, których wierz- 
chołkami są początki układów U, i U, są jednakowe, to wtedy 
zachodzi równość P-|-Zkm=a—w, gdzie w oznacza kąt 
mniejszy od x, jaki tworzą z sobą zwroty dodatnie osi 
układu U, k zaś oznacza pewną liczbę rzeczywistą cał- 


kowitą, a zatem cos (a — b) = cos (2 ka — ©) = cos w, 
sin (« — B) = sin (2 k 1 — œ) = — sin 0, COS (5 — a) = cos o, 
sin (P—a) = sino. Z równości (15) wynika więc wtedy: 

(16) | ei M = cos w — i sin w» =e i 


| ei PW — cos w -+ isino =el”, 


Jeżeli natomiast zwroty dodatnie pęków promieni, których 
wierzchołkami są początki układów U, i U, są przeciwne, to 
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wtedy zachodzi równość « 4- 2 kž=ß-}%, a zatem cos(a—f)= 
== cos (w — 2 k 1) = cos œw, sin («a — fi) = sin (v — 2 k 1) = sin w, 


cos (p — a) = cos», sin (P — a) = —sino. Z równości (15) wy- 
nika wtedy: 

| e'(6—PB =cosv +isinv=e'*, 
(17) | e'(P—0) = cos o — Í sin 0 = e to, 


Jeżeli więc zwroty dodatnie pęków promieni, których 
wierzchołkami są początki układów U, i U, są jednakowe, to 
punkt, którego spółrzędnemi w układzie prostokątnym U, są 
liczby 1, i, 0, w układzie U posiada spółrzędne 1,—e '",0, 
punkt zaś, którego spółrzędnemi w układzie prostokątnym 
U, są liczby 1, — i, 0, w układzie U posiada spółrzędne 
1,—e'”,0. Jeżeli natomiast zwroty dodatnie pęków promieni, 
których wierzchołkami są początki układów U, i U, są prze- 
ciwne, to punkt, którego spółrzędnemi w układzie prosto- 
kątnym U; są liczby 1, 4, 0, w układzie U posiada spółrzędne 
1,—e'*,0, punkt zaś, którego spółrzędnemi w układzie 
prostokątnym U, są liczby 1,—i,0, w układzie U posiada 
spółrzędne 1, —e ~ '”,0. 

Gdybyśmy teraz od układu prostokątnego U; przeszli do 
jakiegoś układu U', to oznaczywszy kąt mniejszy od x, jaki 
tworzą z sobą zwroty dodatnie osi tego układu, przez **, 
mielibyśmy analogicznie, że: 

Jeżeli zwroty dodatnie pęków promieni, których wierz- 
chołkami są początki układów U, i U', są jednakowe, to 
punkt, którego spółrzędnemi w układzie prostokątnym U» są 
liczby 1, i, 0, w układzie U' posiada spółrzędne 1,—e *", 0, 
punkt zaś, którego spółrzędnemi w układzie prostokątnym 
U, są liczby 1,—i,0, w układzie U' posiada spółrzędne 
1,—e'"* 0; jeżeli natomiast zwroty dodatnie pęków promieni, 
których wierzchołkami są początki układów U, i U', są prze- 
ciwne, to punkt, którego spółrzędnemi w układzie prosto- 
kątnym U; są liczby 1, i, 0, w układzie U'* posiada spółrzędne 
1,—e'*,0, punkt zaś, którego spółrzędnemi w układzie 
prostokątnym U, są liczby 1, — i, 0, w układzie U‘ posiada 
spółrzędne 1,—e '"*,0. 
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Możemy zatem wypowiedzieć twierdzenie następujące: 

JeżeliU i U oznaczają2jakiekolwiek układy 
spółrzędnych, przyczem © oznacza kąt, mniejszy 
od 1, jaki tworzą z sobą zwroty dodatnie osi 
układu U, œ zaś oznacza kąt, mniejszy od n,jaki 
tworzą z sobą zwroty dodatnie osi układu U', to 
punkty, których spółrzędnemi w układzie U są 
trójki liczb 1,—e7™Í®, 0 oraz 1,—e'*,0),wukładzie 
U' posiadają jako spółrzędne odpowiednio trójki 
liczbi, e **, Ooraz 1,—e'",0, albo 1,—e'",0 oraz 
1,—e7'",0,w zależności od tego, czy zwroty do- 
datnie pęków promieni, których wierzchołkami 
są początki układów Ui U‘, są jednakowe, czy 
też przeciwne. 

W przypadku szczególnym, śdy obydwa 
układy U i U'są prostokątne, mamy więc, iż punkty, 
których spółrzędnemi w układzie U są trójki 
liczb 1, i 0 oraz 1,—4,0, w układzie U' posiadają ' 
jako spółrzędne odpowiednio trójki liczb 1, i,0 
oraz 1,—4,0, albo 1,—4,0 oraz 1,i,0,wzależności od 
tego, czy zwroty dodatnie pęków promieni, któ- 
rych wierzchołkami są początki układów U 
i U’, są jednakowe, czy też przeciwne. 

Punkty, o których mowa w twierdzeniu ostatniem, t. zn. 
punktyospółrzędnych 1, —e !'",0 oraz 1,—e'*", 0, 
gdzie w oznacza kąt, mniejszy od 7, jaki tworzą 
z sobą osi spółrzędnych, nazywamy punktami 
kołowymi płaszczyzny. 

Ponieważ liczby —e 1 '"*=— cosw-+isinw oraz — e 
= — cos © —i sin © są liczbami zespolonemi sprzężonemi, przeto 
punkty kołowe płaszczyzny są punktami urojonymi sprzężo- 
nymi. 

Proste właściwe, przechodące przez punkty 
kołowe, nazywamy prostemi zerowemi. 

Każda prosta właściwa rzeczywista posiada punkt nie- 
właściwy rzeczywisty. Ponieważ zaś każda prosta zerowa 
jest prostą właściwą, posiadającą punkt niewłaściwy urojony, 
przeto każda prosta zerowa jest prostą urojoną. 


iw 
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Przez każdy punkt właściwy (xo, Vo) przechodzą 2 proste 
zerowe, mianowicie proste 


z á Pi 1 | X, Y, 1 
Xor Yor 1 | = 0 oraz Xu Jo 1 m 0, 
1, —e to 0! |1r—e'?, 0 
czyli 
Kler VF "VG X — Ko geza g yS 
a 0 oraz 1, —e'% 0, 
czyli (po rozwinięciu i pomnożeniu przez — 1) 


ła 


(18) (x— xgje *P+y—y,=0 oraz (x — x) e +y — yo =0. 


W razie układu prostokątnego równania (18) sprowa- 
dzają się do: 


(19) —(x— x) i+(y —y}) 50 oraz (x — x) i +y — y =0. 


Prosta właściwa AX 4 B Y+ CZ=0 jest prostą zerową 
wtedy i tylko wtedy, gdy przechodzi albo przez punkt 
(i, —e *",0), albo przez punkt (1, —e'",0), t. zn. gdy 
jest spełniona, albo równość A—Be **=0(, albo równość 
A—Bei"=(0, Wstawiwszy w równanie AX--BY+-CZ=0 
zamiast A wyrażenie Be Í“ albo Bej”, otrzymamy równa- 
nie Be '*X+-BY+CZ=0 albo Bei” X+BY+CZ=09, 
skąd po podzieleniu przez B otrzymujemy równanie 


e-io X+YjĘZ=0 albo ei” X+V+5Z=0. Ozna- 


7.5 p. ; ; 7 
czywszy więc p przez C' i wprowadziwszy zamiast spółrzęd- 


nych Hesse'go spółrzędne Descartesa, możemy powiedzieć, 
że równanie każdej prostej zerowej może być sprowadzone 
do jednej z 2 postaci: albo e 1 *"x--y--C'=0, albo e' * x+ 
Fy+|-C'=0. W razie więc układu prostokątnego równanie 
każdej prostej zerowej może być sprowadzone do jednej 
z dwu postaci: albo —ix-|-y--C'=0, albo fx--y-|-C'=0. 

Podamy teraz kilka własności prostych zerowych. Po- 
nieważ te własności są od układu spółrzędnych niezależne, 
przeto możemy oprzeć się na jakimkolwiek układzie. 
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W celu więc uproszczenia rachunku oprzyjmy się na jakim- 
kolwiek układzie prostokątnym spółrzędnych. 

Niechaj punkty właściwe P, (xı, yı) oraz P, (x: y2) należą 
do jednej i tej samej prostej zerowej. Spółrzędne tych 
punktów czynią wtedy zadość albo równaniu —ix -y -4-C'=0, 
albo równaniu ix--y--C' =0, t. zn. są spełnione albo 
równości 


(20) =P TV C' =0 oraz ai +Y -+ C'=0, 
albo równości 
(21) ix, ry, + C' =0 oraz ix; t yat C =0. 


Odjąwszy od pierwszej z pośród równości (20), względnie 
(21), drugą równość, otrzymamy —i(x, — x») + p, — yə = 0, 
względnie i(x, — x) + yı —y, =0. 

Spółrzędne punktów P, i P, spełniają więc albo równość 
— i (x; — Xe) H yı —y:=0, albo równość i(x1—x>)--y; —y =0, 
mamy zatem y;—yp, = t i(x,—x,). Stąd wynika, że (x, —x,)”-- 

Hy: — y) =(x —x) + [=i (x, — z) =(x, — x) — (x1—x2)7=0. 
Lecz (xı x)" +(y,—yv.)* jest kwadratem odległości wzajemnej 
punktów P, i P,, otrzymaliśmy więc, że odległość wza- 
jemna jakichkolwiek dwu punktów właści- 
wych, należących do jednej i tej samej prostej 
zerowej, jest równa zeru, czyli, innemi słowy: 
długość każdego odcinka, zawartego w prostej 
zerowej, jest równa 0. Stąd właśnie pochodzi nazwa 
prostych zerowych. 

Jeżeli punkt właściwy P (xı, yı) nie należy do prostej zero- 
wej —ix "+ y--C' =0, względnie ix--y + C' = 0, to kwadrat 
odłegłości tego punktu od wymienionej prostej zerowej równa 


a iny C Jka  (ęcEyeEC" S 
SIĘ cz BĘ j 1 | e , względnie z zw = GE 


l 


mamy więc: odległość punktu właściwego od ja- 
kiejkolwiek prostej zerowej, nie zawierającej 
tego punktu, jest nieskończenie wielka. 

Styczne kątów, jakie jakakolwiek prosta właściwa Ax- 
+ By + C=0 tworzy z prostą zerową — ix -+y -+ C'=0, wzglę- 
dnie ix +y + €' = 0, są równe 1 At 1B. = Z EB- 
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= z KARKB ,, ledni M= _; —i(A—=iB) 
= Ą LFB = i1, względnie AB HA B) z 
t -M s = +i, t. zn. posiadają one wartości stałe + i. 


Prostezerowe możemy więc uważać za proste, 
które ze wszystkiemi prostemi właściwemi 
tworzą jednakowe kąty. 


Każdą prostą właściwą możemy uważać za równoległą 
do samej siebie. Czy prosta właściwa może być prosto- 
padłą do samej siebie? Prosta właściwa Ax+By+C== 
jest prostopadła do samej siebie wtedy i tylko wtedy, gdy 
spółczynniki jej równania“ spełniają warunek A*+B*=0 (po- 
nieważ według założenia, układ spółrzędnych, jakim się tu 
posługujemy, jest prostokątny), t. zn. gdy A= +B i. Równa- 
nie Ax-+ By + C=0 rozpatrywanej prostej możemy więc wtedy 
napisać w postaci + Bix+By+C=0, czyli, po podzieleniu 


przez B, w postaci +ix+y+ „ ==0, ta prosta jest zatem 
B 
prostą zerową. 


Otrzymaliśmy więc, że prosta właściwa jest prosto- 
padła do samej siebie wtedy i tylko wtedy, gdy 
jest prostą zerową. 


Uwaga. Podane tu własności prostych zerowych mogą nam 
nasunąć pewne wątpliwości co do tego, czy punkty i proste 
urojone, jakie w celu ułatwienia badań geometrycznych zo- 
stały wprowadzone do Geometrji analitycznej, odpowiadają 
swemu przeznaczeniu. Jest bowiem rzeczą jasną, że te 
punkty i proste urojone o tyle tylko będą nam oddawały 
usługi, o ile w naszych rozważaniach będziemy mogli trakto- 
wać je narówni z punktami i prostemi rzeczywistymi. Gdy- 
byśmy mianowicie w każdem rozumowaniu musieli stale od- 
różniać przypadki, gdy występujące w tem rozumowaniu 
punkty i proste są rzeczywiste, oraz gdy są one urojone, to 
w takim razie wprowadzenie do (reometrji analitycznej 
punktów i prostych urojonych nietylko że nie ułatwiłoby nam 
badań geometrycznych, lecz przeciwnie, utrudniłoby je. Otóż 
podane tu własności prostych zerowych są tak różne od 
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własności prostych rzeczywistych, że mimowoli może powstać 
obawa, iż tych punktów i prostych urojonych, jakie zostały 
wprowadzone do Geometrji analitycznej, traktować w naszych 
rozumowaniach narówni z punktami i prostemi rzeczywistymi 
nie można. 

Aby tę obawę usunąć, zwrócimy uwagę na tę okolicz- 
ność, że podane tu własności prostych zerowych, które są 
tak zasadniczo różne od własności prostych rzeczywistych, 
są wszystkie własnościami miarowemi, t. zn. własnościami, 
dotyczącemi pewnych liczb, jakie otrzymujemy z pomiarów 
(długości, kąta, it. d.). Oprócz jednak własności miarowych 
istnieją t. zw. własności opisowe, t.zn. własności, wynikające 
z położenia figur względem siebie (a więc np. własność punktu 
i prostej, iż punkt należy do prostej, jest ich własnością 
opisową; własność 3-ech punktów, iż leżą na jednej prostej, 
względnie własność 3-ech prostych, iż przechodzą przez jeden 
punkt, jest ich własnością opisową, it. d.). Otóż jeżeli chodzi 
o własności opisowe, to punkty i proste urojone zachowują się 
tak samo, jak punkty i proste rzeczywiste, a zatem, w razie 
badania tych własności, odróżnianie punktów i prostych 
urojonych od punktów i prostych rzeczywistych jest 
zbyteczne. 

Bez wątpienia byłoby o wiele lepiej, gdyby punkty i proste 
urojone również swemi własnościami miarowemi nie różniły 
się tak zasadniczo od punktów i prostych rzeczywistych. 
Ten cel możnaby osiągnąć przez pewną modyfikację definicji 
własności miarowych. A więc np. kwadratowi odległości 
dwu punktów możnaby nadać taką definicję, z której wyni- 
kałoby, iż odległość wzajemna dwu punktów jest równa 0 
tylko w tym przypadku, gdy te punkty nakrywają się; nale- 
żałoby mianowicie w tym celu kwadrat odległości wzajemnej 
dwu punktów zdełinjować nie za pomocą wzoru 


(22) © = (x, — xa) * + (W — yo) R ar 2(x, — x2) (W — ya) COS w, 


lecz za pomocą odpowiednio dobranego wzoru ogólniejszego, 
który tylko w przypadku szczególnym, gdy rozpatrywane 
punkty są rzeezywiste, sprowadzałby się do wzoru (22). 
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§ 68. Odległość wzajemna dwu punktów właściwych 
oraz kąty dwu prostych, wyrażone za pomocą punktów 
kołowych. — Niechaj będą dane 2 jakiekolwiek punkty 
właściwe P, (x1, yı) oraz P> (xz, y2). Spółrzędnemi jednorodnemi 
>) esse'go punktów kołowych płaszczyzny są ($ 67) trójki 
| 1,—e7'©, 0 oraz 1,—e'*7,0. Łatwo możemy się 
Po że każdą edie wzajemnej ô punktów 
P, i P, można wyrazić za pomocą wzoru : 


Kis Yir 1 i Xir Ji: 1 
5? = Az Va 1 . Xir Yu 1 |- - 
1,—e-/%,0| |1, —e'*,0. 


Albowiem z tego wzoru wynika: 


i |= —=Kkyfi"Ye| , |% — Ku fi ~= fa 


1. 710 1, —,./!% 


2 xe "© aa a ry pah, czyli 5% =(x, — 
— ra) $ + (yiya)? + ima) (yiya) (eT i-e), czyli 5 = 
Ce (x — xa)? (pi — ya)? +2 (2, — xa) (y: — ya) cos w, t. zn. wzór, 
który rzeczywiście wyraża kwadrat odległości wzajemnej 
punktów P, i Bo 
Również z łatwością moglibyśmy się przekonać, że jeżeli 
TO oznacza jeden z kątów, jakie tworzą z sobą 2 proste 
€ di (Un, V, Wi) i dz (Uz, Va W.), to są spełnione równości na- 
stępujące [porówn. wz. (7) na str. 148, wz. (8) i (9) na str. 149, 
wz. (15) na str. 313, oraz Uwaga 1 na str. 315]: 


+ czyli 5% =|((x, — 


„,W—Ve""")(Ur—Vze'")—(U,—V, e'*)(U=V.e="") 

G - 

= AWR CA 

(B)cos8 = +1, We IW Ve FU, W, NU Ve") 
2 WU, Vie "JU, V,e'"|(U;V;e *9)(U>-V,e'") 


sina = 4 i U Vre TNU — Ve] UL Ve UV 10) 
sn TZYW, Ve SU, -Ve (U-V NU, Ved] 


§ 69. Twierdzenie Laguerre'a. — Niechaj będą dane jakie- 
kolwiek 2 proste właściwe d, i d,, posiadające punkt właściwy 
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współny, który oznaczmy przez P. Jeden z kątów, jakie 
te proste tworzą z sobą, oznaczmy przez ©. Proste zerowe, 
przechodzące przez punkt P, oznaczmy przez j, oraz js. Do- 
wiedziemy, że: 


u) Ə =+ > log (di, dur juj), 


gdzie © oznacza miarę bezwzględną rozpatrywanego kąta, 
i oznacza | — 1, symbol log oznacza logarytm naturalny, 
oraz symbol (dy, dy, jı, j2) oznacza dwustosunek 4-ech prostych 
dy, dy, ju jz a 
W tym celu weźmy pod uwagę jakikolwiek układ pro- 


stokątny spółrzędnych. Spółrzędne punktu P w tym układzie 


oznaczmy przez Xo Yo Niechaj równania 
(2) A; x  Byy-|- C,=0 oraz Ax +B y+ C, = 


przedstawiają w tym układzie odpowiednio proste d, i dy. 
Ponieważ punkt P należy do każdej z prostych d; id, przeto 
jego spółrzędne każdemu z równań (2) czynią zadość, t. zn. 
mamy: 


(3) A; Kat B; ya 4 fi = () oraz Aa Xo H Bv C; =0. 


Odjąwszy teraz od równań (2) odpowiednio równości (3), 
otrzymamy równania: 


(4) A(x— xo) +B: (y—yv)-70 oraz As(x—x,) + B;(y—yo) =0. 


Za równania prostych d, i dą możemy więc uważać od- 
powiednio równania (4). 

Proste zerowe, przechodzące przez punkt P, możemy 
przedstawić przez równania ($ 67): — i (x — x) + y — Y= 0 
oraz i(x —x,)--y—y,=0. Rozpatrzmy 2 przypadki: naj- 
pierw przypadek, gdy równaniem prostej j, jest równanie 
—i(x—x) +y — yo = 0, a zatem równaniem prostej j, jest 
równanie i(x— x,) |+y—y,=0, następnie zaś przypadek, 
gdy równaniem prostej j, jest równanie i (x—x,)---€ —Vvo==0, 
a zatem równaniem prostej jə jest równanie — i (x — x») + 
Fy — y 70. 
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Z równań (4), przedstawiających proste d; i de, oraz 
równań prostych zerowych wynika, iż w pierwszym przy- 
padku mamy: 


A4,—1] [5 1 
B ajj) Bu 1 Bu 1 O AHBAB 
Gi, dz, Jir 72 A, il 1dAz=; — (4,—8, N(A. ŁBA 
By 1415571 
1 — 41 B:— A,B, 
__ AA +B B, —i(A,B;—4,B,) _ ' 4,4, 8,8, 


A,A, 4B, B; +i(A, B,—A,B,) ipi „ A, B.— A,B, 
' A, A} B, B, 


„ y IFitgO _cosOFisinO _ ust FL. 
(dy, dz, ju ja) = Engo 7 cosOisinó 7 ę£18 


Równość (d,, dy, juj) =e * 21* otrzymaliśmy w założeniu, 
że A,4,--B,B,F0 (albowiem przez wielkość A, A, + B, B: 
dzieliliśmy licznik i mianownik rozpatrywanego wyżej ułamka). 
dybyśmy założyli, że A, B, — A,B, 0, to zamiast dzielić 
licznik i mianownik rozpatrywanego wyżej ułamka przez 
A; A, + B, Bə, podzielilibyśmy je przez A, Bə — A, B, i w końcu 
doszlibyśmy do tej samej równości. Gdyby zaś było zarówno 
A, A, -+ B, B, =0, jak też A, B — A, B, =0, to wtedy z jednej 
strony mielibyśmy, że dwustosunek (d;,d»,j4,j) jest nieozna- 
czony, z drugiej zaś strony moglibyśmy powiedzieć, że kąt © 
jest nieoznaczony [albowiem z równości A,B, — A,B, =0 
wynikałoby, że proste d, i d, są wzajemnie równoległe, a po- 
nieważ posiadają one, według założenia, punkt właściwy P 
wspólny, przeto musiałyby się nakrywać; znów z równości 
A, A, -+ B, Ba =0 wynikałoby, że proste d, i də są wzajemnie 
prostopadłe, a zatem musiałyby one nakrywać jedną z pro- 
stych zerowych jı lub j (str. 331); lecz styczne kątów, jakie 
każda z prostych zerowych jı i ją tworzy z samą sobą, są 


è i—i. -0 : A b sk cA 
równe zż Fi T obiedwie zatem strony równości (d,,d», jı ,j2) = 


=e F?i® byłyby nieoznaczone. 
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A więc (d,,dz,j,,ją)==e *?!9, skąd wynika log (d, dajn ja) 
—=TF2i0, zatem 0O=F J log (d;, dz jı j2), czyli © = = z log( 


dy, j;,j+) [porówn. wz. (1)]. 
W drugim przypadku mamy: 


[Ais 1. Aa, 

a. o. By, 11 Bu 

dy, d;, ' ==" "a FE: m; Tj 
(dy, dz, jis ją) A, —i| | A 
B;, 1 | By, 


skąd wynika: log (di, d;, juj) = + 2i0, 


i 


da, j1, ja), czyli © z log (d,, da, juja) [porówn. WZ. (01. 


Jak więc widzimy, równość (1) zachodzi zawsze. 


Równość (1) wyraża twierdzenie Laguerre'a. 
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SPOSTRZEŻONE BŁĘDY. 


wzór (6) 
wiersz 3 od góry 


" 


wzór (3) 


wiersz 6 od dołu 
(strona lewa) 


wzór (26a) 


" 


wiersz 21 od góry _ 


(26b) 


10, 
6, 
4, 


dołu 
góry 
dołu 
6 LJ LJ 

góry 
dołu 


wzór (5) 


(3) 


wiersz 1 od dołu 


rys. 37 
wiersz 9 od dołu 
, rys. 44 
wiersz 7 od góry 


1 od góry 


Biy LJ 


wiersz 5od góry 


" 


(strona prawa) 


12 „ dołu 


6 „ śóry 
12 „ dołu 


wiersz 9 od dołu 


BE, " 


(strona lewa) 
wiersz 5 od dołu 
(strona lewa) 
wiersz 2 od dołu 


4 „ góry 


wzór (4) 


Wydrukowano: 
Am Am + 1 Am +1 A 


hą . La (X, Y, Z), 
ką. M; (U, V, W) 
2) 


dy. dą, dz 
—h (Z, y' 1) 
l (x,y, 1) 
di: : 
l (x,y, 1( 
h (x.y 1) 


(az, ag, dy') 


—sin A, sin Ay sin A; 
D 
X,Y,ZorazX',Y', Z: 


całkowitą 
Descartes'a; 


www.rcin.org.pl 


Powinno być: 
AmAm+1 tAm+14% 
(2) 


+ hę. La (X, Y, Z) 
+ ką. M2 (U, V, W) 
(2) 

P,, Pa, P3 

drugiem 

dy, dy, d 

— h ('.y'. 1) 

l; (x,y,1) 


(az, az, dy') 


1 
kąta A 
Rys. 37 
— sin A; sin A> sin Az 
D; 
X, Y, Z oraz X',Y',Z: 


rzeczywistą całkowitą 
Descartes'a: 


X, y 
y y“ 


Am a 
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